DELLE FORMOL
DIFFERENZIALI

La cui integrazions dipends dalia vetsificazione
delle Sexioni coniche.

Del Sig. Gian-Fraweesco Mavrarri Pubblico Pro-
fellore di Matematica nella Pontificia Univerlita di Fer-
rara.

1 A che conobbero i Geometri darli un

i formole |l|ﬂuanz|.1h 4 \1u.1h ricu
metterli alla integrazione algebraica, o a quella fpeci\. d
tegrazioni, che fuppongono la quadratura del circolo e dell’
iperbola , con fomma avvedutezza p*uﬁrm:u , che molte di
qucﬂc formole contumaci potrebbero eflere integrate con ar-
chi di dare elliffi , e di (l1re iperbole ; ¢ percio i loro ftudj
rivolfero all’ indagamento delle condizioni, di cui debbon le
formole effer dotate, perche oltre le qnnnm.= algebraiche , che
poffonc avervi luogo , le integri uno o pill anl‘u di fc?lm\
conica .

2,01 Br3 uniL, che fi diftinfere in 1 fatte ricerche , pri-
mo dee metterfi il noftro celebre Italiano Conte Giulio Car-
lo de’ Fagnani di Sinigaglia , che integrd 1’ arco della le-
maifcata, o fia della Cafliniana ifocrona (@) colla rettificazio-
ne dell’arco ellittico e dell”arco iperbolico. Quefti fu fegui-

Bbhbb

(a) E gia noto che Ia |
e Ia ‘Caffiniana , che ha i
quadraco cofants eguale alla
flanza de’ fuochi , fono Iz me
eurve,. I ffocronifmo pol di un
ve, che ¢ un o arc
Tt cormiaciac dal pUntoTiel 103
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tato dal Mac-Lauria, che coftrinfe alcune formole a foggias
cere alle fuddette: rettificazioni. Moltifime poi ne ridufle il
" Alembers iL th fon raccolte nel Trattato di cal-
colo integrale del di Bougainpille ; & vi ban pafto pur
mnano , amplmmlo fempre pit la teoria , il Sig. Lexe/l ne’
Comentarj della nuova Accademia di 8. Pietroburgo , ¢ il P.
Vincenzo Riccati,che io nominerd empre con fommo rifpet-
to , nell’ Opufc. 2, Tom, 2 de’ fuoi Opufcoli, ¢ nelle Infti-
tuzioni analitiche ; coficch? parer potrebbe, che la cofa fofle
ormai ridotta alla fua perfezione.

Cid non pertanto io trovo, che dovendo I

1ib
nito 2

Geomerra ful valore di quefie diffe

che pud effere infinito , e alcuna volta ancora finito . Oye
quefto valor fia finito i & provare , non effer
effo altra cofa che la diffe ero affintoto e I" ar-
co infinito corrifpondente di una data iperbola . Ed anche
l’faskull\ﬂ‘t i termini in
nza fuddetta, I’ altro ters
confeguenza

4 chi poi e cali pratic cui i mnoT
aumeri fi pm!mn avere i -Iom proflimi de’
rerge fs,
vertita , la q
arco d' I~
F i cal-
coli, ¢ sgombranfi’ quell itd ed i tezze 5 nelle quali
lafciate involte le formole integrate i meatovati ce

pilt mefcolati cogli ar-
joni , ci avm’
a certi valori iabile poffono rimaner :rasiolmau
quadranti delle rif p.mu. ellifli , e trovarfi eziandio in
renza tra I aflintoto e I' arco infinito
a. Onde ficcome affegniamo la feric convergente,
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che cquivale a quelta differenza , fard bene¢ che accanto z
quefta (i ponga pure la ferie convergente, che rapprefenta il
quadrante ellittico. Si vedrdt, che per le noftre formole dal-
le duc ferie unite me rifulta una terza elegantifiima : e che
il metodo, di cui ci ferviamo, per arrivare a ciafcuna delle
anzidette ferie, pud effer utile ancora per le approflimazioni de
valori degli archi ellittici ed iperbolici ; qualunque fiafi la
determinazione attribuita alla variabile delle formole.

6. Cominciam dalle ferie, che riguardano gli archi ellit-
tici. Nella elliffe ¥Tu (fig. 1) di centro C, fuoco F, diret-
trice HH fia il femiafle’ (V=4 ; la diftanza CA del centro
dalla direttrice =5 . Coll’ intervallo del 1.° femiafl i
1 da C il quadrante circolare VE , ¢ aggio
ghi I ellifie nel punto T: indi prefa un’ alci CP,
all’ elliffe ¢ al cerchio I ordinata PMN . Chiamato
EN =u, farh CP= fen.u; PN=col.#; ¢ in oltre

n':"'l-’# dell’elliffe CE :

“.). Ma fta per proprie
B — )
PN: PM . Dunque a:rM—‘b—jJ:;coi.r{:PI\I ; € perd

. bt g
F.“d::m——i). 1l differenziale di quelto per le note

regole & :gdu.fen.nl;r’(b‘—a')
L

al

du . (fen ) (b — :

= (c"a:;}. (B ) o ) ifeenzidle diCD 5 ciok
-cof. u

. diu® { cof. w)*
———— , © il fuo quadratec = ———
@ a

, ¢ il fuo quadrato

di fen.uy & =
_ b (coba )
e b
nitamente piccolo Mm , fard

dit p’(_b"_(('cn. u) —a(fen. u)* 4 B*( cof ) )

- Prefo pertanto nell’ ellifi I' archetto infi-

Mm=

ab
_ Ay (b= (fen.n))
= ’ 3
7 |_C§)l|‘ juto del canone newtoniano fi rivolga in

I r le della formola, e trove
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;fﬁn It

(qg!J ecc. fenza limite . Dung
2.4.6.

I‘MTI Vw -h{)n—-fd
(fhdh(‘({.nn)‘Jf‘ i

in infinito ; -.m\v # np,n
4, 6, 8 ecc. fenza

7

nhmrm, quando 7 nella feric de” pm com
= n—1)(n— - 38
e it W#—3).
A(A—1 ) oo 4.2

( (#—1 Ja' (fen. a)":

circolari ¢i

n(n—2)
(m—1)(n—3)(n—s )& (fen.u)"
n—=12)(B—4)(#—06)
continui fino a che @i arr
Quelt’ omogeneo di comparazic
a coll’ inverters i coeffic
¢ fono ne’ termini.
. (B—1)a%%




DIXFERENZIALL
(n—3F(n-1)a"u

1:3:5- 7o (B—3 ) COL &t ¢ 3.5.70. (B—1)a" fen. 22
n. bt ( 246 e
(B=1)a>"'(fen. 4)! = 7.9.11...(n—1)a"({en. )’

4.6.8....7 6.8.10
— )@ (fen. = .
-+ (E_%jzjki - ecc. ) Non s’ aggiunge coftante, per-

chd tutto fyanifce, quando fono #, e colu=o.

8. 8i deve avvertirc , che in quefto fecondo membro i
termini , principiando dal quarto, non ¢ he i ter-
mini generali delle rifpettive ferie 3 e che per avere ! arco
TM & neceflario attribuire fucceflivamente alla fpecie # tutti
i valori che fono nella e de’ pari 4, 65 8, ecc, in i
aito. Rifulteran quindi infinite ferie convergenti, una delle
quali appartiene ‘ai termini, ov’ entra I’ arco u; le altre fpet-
tano alle podeftd di fen. #; ¢ quefte ultime non folo fon con-
vergenti , ma di d’ una convergenza crefcente a mifura
che crefcono le fuddette podetd . Per la qual cofa & facile
il conofeere, che aiffegnati competenti valorl numerici ai fim-
boli @ , b, #, fi potrd con non molto calcolo determinare
il valor proffimo di qualunque arco TM della elliffi.

9. Vogliafi prefentemente Ia ferie, che efprime il quadra
te ellittico TV, che chiamo @. In tal cafo diventa u 1-
la 4* parte EV della circonferenza circolare, fen. n=a,cof.n
=0 ; ¢ denominata col fimbolo ¢ la circonferenza di rag-

3
gio 1 , avremo @_ﬁ@_ “_:.
= 3

—e=n (\——4—-——-w—l Sl __,,(;,_.3)!‘;»+-®). Pofto n=4, I' ul-
z 2 b

. A a=¢6 corrifponde il ter-

mine ultimo — —

Sl | Hein if
e ecc, colla legge che ¢ mani
Tomo I1. Ce




ecc. ). La ferie del 2°. membro di que-
i numeri de’ deno-
i dle’ nu-

tutte le e minore dell”

che \,Umfw
oto CD nel pun-

>3 PDECHs:
< PN:PM. Dunque CV:
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T :: PN : €O, ovvero AC:CF::PN:CO
L 0= P\", MO= CP*P\’
C V.

Imp

Danque Uu__PV\ e in col
PN.

TI(CP—PN)}

7 L
S CCE RN e
2CA 2CA
‘

W' 09 =

VZ par;n!l-:m al toto Ci.
cosl. TZ & la metd di TC
fimili e fimilmente poit

la metd di Tz,
TG , DMO

pmm.. o
Ora fta CV:
LP—P\' (111 )2

0_

CT: D, e perd CA:CP
CV(CP—PN)

OD. Avrem dunque OD= T

4 ¢ confeguentemen-

te og_—.-cl’f_l’:"m. E percht (@ = CO-4-09.
CV.PN

it dlrh (A

o) 5 rifultera

¢* precedenti nume-

fle fuperiormente zll’ equila-
folle magg n

o dell’ iperbola ;qlnl:t

toto in L hn (I

P
=VL. Dunque I'infinita aftifa CP'
dinata P'N'.
VIL. Race

zione aflintotica C@ =

eremo da cid, che effendo in genere la
CV(CP+PN)
A

- (IV) 5 pe
Ceece
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fia e dell’ ordinata m{‘m:a , diventera I intero affintoto
i CV.CP.  GI* cP CV.PN
CTM = =2 S 2
cA CA"C7 c4

VI La FK paral all’ affe primario CV determina la
CK eguale al 2.2 femiaff num.® L. ci prefenta
V.PM _ CF.CG

PN=- TF Ttk II perchi nell’ ipotefi delle coor-

dinate infinite , cangiandofi CG nell’ infinita CG'=P'M’, fa-
Cr G'

" affintoto CTM & oR il che ferve per gli archi

, che fi riferifcone al 2.2

& efli divengo-

nozioni premefle , chiamo CV=gn , CA=E;

il .'owuo fettore CNV divifo per L,V'— %, onde rifulta CP
==col. iperb.?# , PN—fen. iperb.®# 5 ¢ pel num.® 1,

o FT.fen.ip. u . " =
pM=""""P" q diftrenziale di CP fi fa

du VT. :nl' ip.u

2 {uadrato di qucrru

a
Ma, prefo I
chosen X e .P.a.lnr dc due fuddetti d

ferenziali . -5 ¢ (col ip.m)
-l :(iu\:{{coi;p.u)‘—b:).

12. Per integrare quefta formola , butto in ferie il radi-
i

>
b )=c

percht le quantitd
i de’ termini , che

ne’ numeratori , e di pil in tutte e JBS

fx.m:t/w_rc;f ool




DIFFERENZIALLI € 757

1B du zf d
—(;: (cof ip.u ) + (m
R du
T 24.6.8) (cofipay * T 1

4

1
f(f{ 7 ecc.) in infinito, rapprefentando # un nume
col
ro qualunque pofto nella fevie de’ difpari 3, 5, 7, 9, ecc.
12.  Quanto al 1° termine di quef’ omogeneo , i teore-
4. fen. ip.u 1
=
2®. lafciamol per ora coll’ efpreffione della fommatoria ; ¢
per gl integrali fuffeguenti, applichiamo la fuddetta dottrina
du

alla integrazi 2 e € (ot e
ntegrazione della formola generale =25, 1as 13

mi de’ feni ¢ cofeni iperbolici ce °l danno=

fi trova efpreffa dalla feguente equazione; j
_(m—z)(m—4)(m—6).
B—1) (7~ 3) e 4

en. ip.
+(m— 1 )a( coflip.u )™

- fen-ipa

(G

(=) (7 —3)@ (cof. ipu ) —*
+( (1 —2) (1 —4)

M—1)(m—3) (7~ 5) @ (coLipw)"—3

(m—2)(m—a)(m—6)
U (m—x)(m—z)(m—s)(m—7)@ (cof ipa) ="
T (W——)(”J'AH(M"-ﬁ) - 3.1 )
L (1) (m—3)(m—>5) .. *(coLipuy 2’
o uf fando d’ un’ inverfione fimile alI nlrﬂ dell arco ellittico;
d

f du
cof. ip.n

Ccecc i)
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(m—2z)

)
\
) (@D, (fen.ipu) .
— J' _ﬂ J. Ma
as @’ «(fen. ip.u)
& eguale a un arco circolare di raggio e,
.#.. Dunque , chiamando ¢ queft'arco, rif
finalmente in (C)
olico ¥M

|

ip.se

)

35 = \:\:\:.\
1 — 3)a’ (cof. ip.u)™ /
tiremo , come abbiam fatto al nur
littico; 1.2, che in quefla integrazione non ]

in infinito.
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aggiunta alcuna coftante, percht, effendo nullo VM, fya-
, € i confeguenza I' arco d, onde tutto va a
2.% 5 che i te u'mk dell” omogenco , cominciando dal
imono i termini gcncrah delle ferie corti denti,
dovendofi, per avere il valore di M, aflegnar fucceflivamen-
te alla fpecie m tutti i valori de’ numeri dif}!arl 31555 7.CC-
fenza limite; 3.°, che per effere fempre F<<a , e molto pil
< cofip.r, le ferie indi nafcenti, (u(liunr\. fecondo le: pode-
fta de’ cofeni ,
giore & la podeft
lori numerici ai fimboli a, &, % , fi verrh a a:.t:rm‘:m e in
numeri il valor proflime di qualunque arco iperbolico VM
della data iperbola.

17, Stabilifcali ora I arco M infinito
corrifpondono il feno , e il cofeno iperbolici infini
guali . Dunque h.m.mnm affatto le feric del 4
r‘cL]’cmoo_nco (D) numero 153 I'arco cuco.a
ha la tangente mu'n?:a , diventera il quadrante
ria; ¢ fatto ¢ eguale alla femicirconferenza di rag
a. fen. ip.u by

v
nifee fen. ip.

i I' arco infinito FM'=

b» il (m—2
N 1) (2

) , ciog;

).

18. Fatto in=3, rifulta il termine (E)=

(m— 1) a"

All ipotefi di m=75 compete (E

! k by
feguente di m=—7 di (E)= (,{

Ja legge & evidente . Di pih pel N, Vi‘ ove infini
a.fen. ip.
A B2

" arco dell’ iperbola, div
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CM' ; & quindi “.'_k“;

tra I' affintoto € I arco iperbolico infinito . Efprefia percid

quefta differenza col fimbolo A&, fark A== gr-')[’:“’q-, o e
o

eec.)

enza

P-¥__pM , & eguale alla diff

3

b

14”64 4,618/ ey
b bp, 120 3004
53 2 \qae ' 464 68a
intendendo che A', B, C' ecc. fignifichino i termini prece-
denti. Dall” effer b<a in qualunque iperbola, la convergen-
la prefente ferie fi rende n feftifima ; onde al calo
ori numerici , avrem pronto il valor
profiimo di & colla addizione di non molti fuoi termini .
19. Dopo le anzidette teorie mettiamci fotto all’ occ! i
1a forma che hanno i moltipli de’ differenziali degli archi
lietici ed iperbolici , i quali fi riferiftono ad un® afciffa cen-
fituata nel 1.2 0 nel 2.° affe . Chiamato pertanto f il
femiaffe della fezione conica , g il 2.° , ¢x I afciffa cen-

za d
che b, ed a abbian v

L : : 5

trale, ¢ V_" il moltiplo dell’ arco, avremo, ficcome & noto
b

¢ -1 diff. dell’ arco ellittico coll’ afciffa cz nel 1.t afle

v

(F=(f'=g )z :f)

V(fthic—E2")

&ff. dell’ arco ellitrico coll’ akciffa ex nel 2.° afle

P2 Y € e
V(gh:eo—hz?)

t ezt

fciffa ez nel 1> afic

.diff. dell’ arco iperbolico coll
_aV(—frPreien:
== (=)




mo, che tu
bili cogli a

le noftre conf

ti che
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(BC—AD ) x*dx




“.Lilrj
il 3.° Lemt
o

'I/‘ —G E'

1" una o coll’ altra tra fol

metodo ufuto dal P,
hi LoH unione di pilt termi
la fa magg

integral i 5 come ve-

€ per rapporto ai

{tanti, Lh: muh\-«lu ano i termini vincolari dai rldl
o apparifca colla Ige
tr
formole , le
algebraica ¢ dall’ arco ¢l
one, perchi quefte, qualun-
anno mai

brai

enga innanzi a tutte Ja formela

[(p+ax
te pofitive . 1;. :]\ut
fiz np >mq, 2", che fia mg>7
i confrontata formola co!
fi vedrii a un tratco , che il fuo inte
femiafle 5 yim ﬂl; afc

nella quale 7 , # , p, ¢ fian t
polfon fare; 1.%. che
cafo de i

co. iperbolico di 1

" / 4
2.2 femiafle; V/
Ddddd jj







de’ quadrati de

i \ mq CG
-V e

due femiaffi , fa

=y /H
o

Quindi

fudderto eguale alla d

infinito . Perilehd ,

infinita, i (mwf

nafcere fulla
infiniti 5
ata -

crefoere

formola
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P

[

diremo, che & il minor valore della x= 5 ¢ il maflimo

fnito pofitivo. Pofcia col maneggio de’ due pri-

cgua
: iy (maxt) |, mg-ap
S P e pmllo:f Y (e e )
Vi—p+ax ) upy
(arcu iperbolico. di 5. fem. V‘m; afciffa cent. nel 12 a

i
sl
1

a

fe fi

e
— ; ed infinita e-

etro; la qua-

o I' afcifla dell®

co diventa il
iti, che

anno i fegni contrarj, con
inita o infinita : e a qu
aica e il mol
xXyn E/
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oprefle
Appreflc

xy/ 5g
‘ V (mg
effere i termini tra la
to ¢ I arco infinito

f‘é.\q/'(m +uxt)  x\m (@

Vi—+ext) T 4

#py q
r 27
iono quant!

to , fard infir

finite e

a formola & chia-

venendo effa immaginaria n
L 3:° Lemma; fi ay:

g+ ap) |/ (i — 7

iperbolico di 1.° fem. y/ ¢ ; afciffa cent. nel
P

l/,” P

x\/(mg+up)

afciffa cent.

1.° fem.

o
[n

2.° dem. /P

31

. 1" ipotefi, che tutto vada a
do x=o, refterd

determinata la coftante C. In tal ¢
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dell’ elliffi. Onde effendo

/
mg -up) Ay :
- (mg+up) By il ‘che fa conofcere, non po-

Jn’

ter mai I integrale dell aver valore infinito.

guiamo in quefa

i )
fia mq >up np > g,
accetta folo I' arco ellittico ¢ 1]
no . Laonde {i affuma I’ altra
iperbolico , ¢ riflettiamo a 3
= e = = S Ve
cafi. Tl 12 che il valore di x fia pofto tra i limiri x= 7j;
/ Vm

due ipotefi; la 1%
Nella i
& di quelle
«i #p >myg che porta 2

2 5 il 2° «che fia tra 1 limid .v;v.‘:; = V7 -
/ q

<5 SRR V@ o o s

che fta tra i limiti a=Y— ; 2=—=0 . Nen ¢ ¢ difficolta

V#
alcuna pel 1% calo, avvegnachd I inte

B arco ip. di 1% fem. /s afciffa cent. nel 1% afle;
et

q
Vit —my)

Ve

g , o s
\,";P” ), fupponendo che I" integrale fia zero , quando
=1/"a . Crefciura poi x fino all’ infinite , poiche I' afciffa

,,yv’fz

29, fem.

5

& infinita, tofto fi fcorge, che Farco,e in confeguen-

za I integral della formola & un infinito. ;
2 - . R Vr
33. Se x & collocata tra i limiti »="-

Crss, c 5
€ il cafo 2°,fi fa chiara I'immagi 3
altro non ci refta che il 3% calo del valore di 2 poflo tra

Tomo I1.




FORMOLE

770

i limiti ¥=o0;

, pel quale ¥ ufo del 3° Lemina
~dxy (m - nx
e [
/ 'L P=q X"
-—" (arco ip. di 1% fem, /g, afcifla nel 1°;
Ve

v f{p_ra}

ve calcolo ci pref

2% fem.

io la coftante , perch fuppongo, che

ne st nella par
o, la cui afciffa

Pongo ora ¥

due termini dell

te che {i poflono ef

crbolice di 1.° fem.

guentemente fe

formola

34 5%
. fuppolizio-
Ve

) }
due ipotefi; 1% ap >mrg; 2%

de’

ne, i Himiti de' valori della x fono;

9
quali il primo & minore, I' altro maj e coll’ unico 2°
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B dx \/(—m+0%*)
Lemma agevolmente i ottiene; -
Vie—a%)

/
;}'V:/z:i;ij )- ‘7— ( arco ip. di 1° fem. ‘/(ap m‘ﬂ

2% fem. ‘/ﬂ
afciffa nel 2°, "@ Vi (:]u:,-m. )). Ommetto di aggiun-
Vi(p—ax%)
ger coftante, FLI‘:‘I: ftabilifco , che la formola integrata s* an-
/

i
7.. . Diafi ora a x il magglol valore ,
3

cot fi faccia x:‘/f’; ¢ 1 due termini della integrazione di-

nulli , quando x

ventano due infiniti, che fi poffono mettere forto quefta for-
e ('Lfi't/(w'—f/‘u‘)

Vel Vavir-s
V(7 —mq)

arco iperbolico. di

VmV/ (= mq)) =
S ae-a)

1% fem.

22, fem. /m

; afcifla nel 2!

quelta iperbola la forma de’ quadrati de’ femiaffi & —i Dun-
ar 1/4,': c6' Vimp~mq)

T v»; CK™ Vay (p—g) *
- i sl
=K (muu. VI = JPL(.T q’:’ . Quindi ; effen-

cA'¢
/' .
do x-—:’/z, ayremo fd) l/(,a itz Fm; )__.]j\‘}, appartenen-
— g

do & all iperbola di 1% fem. ‘/"’P TP e fen /.

35. La 2% ipotefi fiffa mg > ap - Poicht quefto & I
mo cafo tra r;udh , in cui le formole efigono per la lo
integrazione gli archi iperbolici , noi il tratterem per
fo, affinchd indi trar fi poffa norma pel maneggio de
tri 5 che abbiamo ne’ fuperiori numeri confiderati . I

; ¢ I aflintoto

Eceee ij




Dk

o 3 dx
de’ valori di x nella formola 7J, quando

‘r’r mn

ing >np 5 fono x=

maggiore

dicy/ (—
Vim—

che g >np;f

biali
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‘wf«f SN el '_'_?'/) come fa cono-
Vi Ve

del num®. rg. Dunque in

Vv B
2% fem. I/p
5 i
it ))5 e finalmente fj‘
g (
5 v
""—( 20O ¢

ittico di 1. fem. /m ; akiffa nel

> fein. ]'/—;“
2.2 feu !/;

dell’ ar-
i pren-

uadrante

don le afcifle .
ellictico £, ed

cendofi I\m”‘" I' arco
ullandofi evide:

mini, avrem I' equazions o =—

d/(m—mt) "1"”F)(a_mm ellittico @
V(—p+gx’) w4 i?
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4q . i/(‘n-— )
V0mg—up) )

1% fem. /7 ; afciffa nel 1.2
Vb

"’ﬂ"ﬁ*—!ﬂtl
p‘/fmﬁn )

1.0 fem. ‘Z(%‘ _.”i)i alciffa nel 2, I/;"t" Yi=p+ex) )
Va /(m—rxxg

»

2.2 fem.

m Al vty
—- ”(au‘u iperbolico di

rifletteremo ,
il notato arco & egu

fi, coll’aliffa centrale nel

chd, quando g >ap;

f-'wu \*P-‘-G’H}

)
/",‘ e V2 mg—np)

( rco iperbolico di

s
4 V’f’ L/,,

; afciffa nel 2.*

K w«: — ﬂp)

nimo val di 2

:/;, che ¢l ha fervito a
f

determinare la coftante C, i paffi al maflimo

iteico , o I afciffa nel 2.5 af ebua!e a

¢ appunto il 2. femiafle, il fuddetto arco fi mu-

nte @ ; i due term poi che J'egum'.o fono di
0 3 ma adop do I ufitata efpreflione , colla

valore dato di x li potremo feriver costy
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—arco iperbolico di

4 119 — 7 : m
pe fem Y25 ——=2 . afciffa nel 2. ‘/‘” ‘/(—q ﬁ) Ora
# |/ /(m—-m
2.2 fem./p
poich, coll’ adattamento de’ valori del num.® VIIL alla pre-
fente iperbola, diventa -L— =V (TG': = 3
? J‘rz “ R l"'([‘/’(ﬁt‘—;!.; )
" Vf(n:']—iz,a)
Fasty
n /;m
aico, che dentro la parentefi pr
to ; refta chiariffima la conclufio

, ciod

onde fi traz I intero affintoto —

al terming a
iperbolico infi

h:

m \mq—,,l,-
ongafi x:r — fa (G o}
pongafi '{/ fi fa (G) ‘/ ”;1/1
e
"'l-"j

29. Ritornando ora alle ferie (B), (F) de’ num. 9, 18,
le quali efibifcono il valore del quadrante @ dell’ ellifii , ¢
la m(lcrcnzm & tra Iaflintoto ¢ I‘a\:a 'nﬁmm :I 1" iperbola,

& a
e fono Q——j——m [—’i e
2 EE

& bm( 1507 ol 1.3

o ks

oy

e —ecc.) 5 farem
7

@
la r)Rchnnc, che, nell” una ¢ ¢ ; 4 rapprefenta
il xe. della curva; b la diftanza del centro dalla diret-
tice, la qual diftanza nella cllifle & 3% proporzionale dopo
la radice della differenza de’ quadrati de* due femiaffi e il fe-
miaffe 1° ; nella iperbola & 3.7 proporzionale dopo la radice
della fomma , ¢ lo fteflo 12 femi.a!li . Pel noftro quadra

9, fard dunque a=y/m; b 5 &
Vi
LiE ¢ perd m_“‘\”’ ‘W/’”("(W_”F{)

2

2%y




E ui:!'l;
om—5).

Vo

V)

renza & aviem poi @=

a
o valore di z nel quadrante
h

p) r‘_(mq—z«,p)
A

Zu-r.).Ec

=i
LS

L 2ryq

gy @ (mg—ap)

, ficcome & chiara an-
i fattori pumerici de’
iori de’ fattori nu-
¢ molto piu le cre-

fon fempre minori
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celebre P. Foutana nel I. Tomo delle Memorie della Sociera
Baliane alla pag. 123 e feguenti. Quefto problema rifguarda
la mifura della luce | che riceve un punto collocato deatro
1’ aja d'un cerchio, la cui circonferenza fia raggiante ;e vie-
ne fciolto dal fuddetto Autore prima nell’ ipotefi ordinaria,
che la quantith del lume riceyuro debba unicamente ripeterfi
dalla quantitd illuminatrice moltiplicata nel quadrato inverfo
della diftanza del punto illuminato dal punto, da cui fi fea-
glia il raggio illuminatore : poi nell’ altra di Bonguer ¢ di
Lambert 5 1 quali oltre i detti elementi giudicano neceflario
& introdurvi ancora il feno dell’ angolo d" emanazione , vale
a dire quell’ angolo, che fa il raggio lucido colla fuperficic
del corpo luminofo, da cui emana.

41. Non dipartendomi dale traccie del ch. Autore ftabi-
lifeo che dalla circonferenza raggiante del cerchio SMRB ven-
ga illuminato il punto F (fig. 3) , per cui ¢ pel centro C
del cerchio conduco il diametro BR.Prendo poi Parco varia-
bile RM, e guidato il raggio CM, indi da M calata ful dia-
metro la normale MN, chiamo ¢ I’ angolo MCQ, effendo O
il punto, ove concorre col raggio prodotto la tangente MO.
Fatto poi CR=—r, CF=K, che di RF=K--~, avremo
CN=r.cof. g; NM=v.fen.¢; NF=K-7.cof. ¢,¢ I’ archet-
to infiniteimo Mmr— rdp. Secondo I' ipotefi Euleriana, fup-
polta T una data illuminazione , fard quella che raccoglic F
dall” archetto Mm— Eit:: ;__I'rdq: —

M) K +7 +:2Kr.colo
FM=/((FN) - (NM) )=/ ( K> 47+ 2Kz . cof. 0)-
Adottando’ poi I ipotefi di Lambers , bifogna moltiplicare il
trovato differenziale pel femo dell’ angolo FMO, che & I'an-
golo d& emanazione . Ora FMO=FMN++MC0=FMN+ ¢,
e in confeguenza fen. FMQ = fen' FMN. cof. o
a0 col EMN (K-+rcofig)col.g+r(fen. g)

FM
__ Kolot? puitcht la quantich di luce,
(K +7* 4-2Kr.col.9)

che’da Mm fi comunica a F con queft’ ultima ipotefi, riful-
K.col.g) Tr(dj_a(rﬂ‘-li'.cofq;) o

, percht

(r e cof. o
FHLTE

ole)t T B
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. Queflt ultims foftituxios

fa ¢ nnﬁt.;, che e Lh.hh effer Rmp): minore dell’ uniti,
¢ K" > 2Kr in tued i cafi.

fi ponga K

do(r +K cof. 1)
([ +e. cof m,u' W
ﬂl"‘\PlvﬂdE d’ integrarla coll’ ajuto delle feric; ma quefte gli
rifultano s m.omodn e inviluppate, che ho creduto tor-
nar_meglio affai di rivolgerfi ad integrarla colle rettificazio-
ni degli archi ellietici ed iperbolici, ottenendofi per tal mez-
20 una illuminazione torale, che riefce al maggior fegno e-
legante.
43 Per
quelle,, che

ato il P. Fontana alla formola e

gar la ormnh\ a ricever I' afperto di una di
id integrato,

¢ L o)
;‘-l—K.cuf.m::;L K;I-]-COI?Q::I il =ol

ex’

13— cof.

i i et 7
ww) B s soy

cala a mifura che crefce l‘ arco RM, fara, differenziando la
2dx

prima equazione, — edp. fen. p=— ciod |

2dx
x/(x—x‘{(ﬁej)./(‘x+t‘:+:))
':Tz dp(r+K.col.¢
(Ttecolip)”
Tt axerx’ —Kx* 4+ K)
b 'rt/(l—x‘rn—r))i(~1+x‘(1;

44. Lafcio da parte il fattor coftante

e quindi

D

, € m’ accingo

&'
ad integrare la formola
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doe (v — Ko - K)
/(1 -x’(l—n))]/(— La (L))’
dx( ez’ 4 eKu' —eKa* + K—Kx* )
b (e ey v errr ey
il (r+K)xtdx Kdowyf(= 1 + %(122))
= J-(-l.:—x:_(l—;('))v/ﬁl:‘\?;fl-_.‘f)j# (1vx’(1-—e})'
Pofto in feguito {/(1—#*(1—¢))==, mi nafce;

xdx —d?‘/'(‘:»-x}
V(i-=(—=a) V(- t+#( ) V(-2 +e)*
di cui I"integrale & _‘(‘—ﬂ};’-(‘ = rco. ellittico di
r® fem, 13 afciffa cent, nel 1.*affe ; 5"‘-}%?\) ) come

che efprimo con equi-

valenza in tal modo ;

20 fem, e

porta il confromo colla 1.# formola del num. 19. Collaju-
* integrale dell’ .!:n for-

mola; ;/(1—16(1-—4))
W_’e); afciffa

s fem. 1

cent. nel 2.° affe ; m ‘/(_ bt o (11+t))) Quindi
V(x +2) ‘/(|g~x(|——z
nella precedente integrazione furrégando a z il fuo valore
V(i—=(x—e)), fard ;
f‘ dx (erx* — Kx' 4-K) j {;-+K_)_
V(=) V(= ) =gV
(:m:c ellittico di 1.° fem. 1; afciffa cent. nel 1.°,

V(r—¢)
f
FIfff ij

V
(l—x(t—:})

.,,.__ arco iperbolico di 1.> fem.

22 fem,

V([




\/;!a DeLie FOR[\\!/(OI.'E
14¢€) 5 Kx\y(—:1+
Ve V(—=0—0) )=y

K
m(qrco iperbolico di t.* fem.

(1 44)
EJ)

; akifls
£)

Vi
2.° fem. 1
chErgal =t _‘Lt‘_i('_"ﬁ)_}_c: o 1ic

5 X
— (1 —
Yo SR s
(L +e-coL &)™

g 1
tornando al fimbolo cof. g5 —
2

- {:‘);.If_:?;)(arcn clligtico di 1° fem. 1 ; akciffa

Vi—e)

) 2.* fem. Vl"*f‘-")
cent. nel 1.° !Lf',,ﬂ)x V(1 +coko)
Vi 2 < )‘/(1 +e.cof. ) ’
Ky (1t —cofg) I .
ey +€-mi'.anV(1 +co|’.@j+: V(:—:)\ AECOpeT
bolico di 1. fem. Y2 ; alciffa centrale nel 2%,

Vi—o'

C i m. I
M(:f:) V(1 —cofl.q)
V44 V(1 —-colg)

45. Quando I arco RM & nullo, neceffariamente debb”
effer pulla T illuminazione . Fatto pertanto col.¢=1 , che
cosrifponde all' arco RM = o, verremo 2 determinare la co-
flante C . Ora in quefta fuppofizione I afciffa centrale dell”
arco ellittico diventa 5, cioé il 1% femiafle; il che yuol di-
re, che I’ arco fi cangia nel quadrantc @ dell’ elliffi; in ol-
tre fvanifcono i due fuffeguenti termini dell’ integrazione -
Dunque ¢i (i prefentera I' equazione;
g e KRR SN R

(1—e)\(1+e)" Ve
percid fara L' integrale completo della noftra formola
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(r+K)

= 8 — arco ellittico di 1° fem. 1; akiffa
vea

ey =
e L), Wit oks) )

"V +E)
1/(:-,—3 cof o)

V(=Y (1—cofe) b
cw;-z)(v(x.@-ecor@) (1+cof.9) il

lico di 1% fem. v( —~ s afciffa nel 2° 3
V= 7 frm fo) v+ K
—z 1 —col g
Virze) V(xmw)) 5 ’((Hemxw)(m

ellittico di 2° fem. 1 ; afciffa nel 2° ;

2° fem. (=) v

(1—e)y/(1—colg)
V2V (Ee) V(1 4e ok )

= ( V(1 —e /(1 —cof.¢)
eV li—e) Ny (1t e cofg)f(r+cofe)

lico di 1° fem. - Vi e afciffa pel 2° 5

Yir—e)’

V’( 1—cof.¢)
V(t+e) y(1+colg)

46. Crefciuto I” arco RM fine a divenire la femiperiferia
RMB, fi cangia cof.¢ in—1, ¢ I’ afcifla centrale dell’ arco
ellittico in (H) fi fa eguale al 2° femiafle ; ovvero I arco
i fa il quadrante @ dell’ elliffe, mentre gli altri due termi-
ni, che feguitano, fon due quantitd infinite. Quefte , intro-
dotta la medificazione di cof. p=—1, fi ferivan cosl;

—arco iperbo-

K 2 i .
‘;\/T::J( I;/_(l:-—c;f-?)'— arco iperbolico di
FEfff i
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/:

e e vy (i — o)

; \/(ngr) afciffa nel 23; V(x—rfh/(l#*m‘ %)

icm. ¥

wocato il numero VIII , che ci di per noftra iperbola
_Va+d C&_ Vay(i-t)

./(;—e) LK
fintot L
oto = =
c4 CK V(1 cok ok )
i termini dentro fa parentefi vengono ad efprimere la dif-
za A tra I'affintoto e Iarco iperbolico infinito; e per=
ux‘; I’ integrale fpettante alla femicirconferenza RMB fara ;
(r+K)8 Ka i
— = tenendo 1iffi di
E—aVe+a Y=’ Byt
1° fem. 13 2.0 fem. ——--—r)

VoE

;28 feme 1.

% fem.

V ; ﬂm’ troverem I' af-
+

- Sicch® i due fopranno-

s ¢ A all’ iperbola di
= e

& fem. —

1 m ([ —C>

47. Poiche il 1.° femiafle dell’ elliffi ; cui fpetta il qua-

drante @, & 1, e il 20 % 5 nella ferie (B) del num.
f

9. farh a=1, & L= dai quali va-

83 3

)
1, 2e 28

- i a= - Sy e

num. 18. fark @ 'v’r’l—‘l'] V(!+ﬂ)l‘1(!7t‘J

Ia di 5.* fem. 2.2 fem. 1, nell’altra ferie (F)del

+ onde fi trac A=
Wit
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+

nell’ integrale —

—3 2 ). Softituendo pertanto quefti valori
2%.47.6%8(1 4 ¢)!

_(r+K)2 Ka
(-—LJ./ i+ efi—0

1_ s fi avra la metd dell’illuminazione che in=
jres

5 ¢ rimeflo anco-

ra il fattore

vefte il punto F—

,esxs(r +K)¢
e Taake

(r— K \ 2% - K)?
i 537 K. C P )

ite nn:n 3 che prec:done ;mm«.mﬂrnmemc

Vogliali a cagion d” cfempio , che il punto F refti
Lcﬂourc alla meta del raggio CB. Diyenendo in tal cafo
‘ID: 41

1\‘_--, la metd della illuminazione i fa=

. 1.3.84 L 358 8B 5 7.8C - ) ET:) 1‘,S
S FE e )= :
69 3 \ia9

T
ece. J. Nell* una e nell’ altra fe-
8.10.0
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ric vanno prefi 32 termini , fe fi vuole fpingere I' approffi-
mazione fino a tre , o quattro decimali ; e dopo le neceila-
xie riduzioni proviene la fuddetta metd di luce

Te
4- r

(1. 246066 ) , ovyvero per maggior efattezza ne’ nu-

8 [T
meri, = iy (1. 246). Ora, ficcome quando F cade nel cen-
¥
tro C, fvanifcono K ed ¢, ¢ nafce il valore della femi-illu-
minazione =E’ , fe faremo , che 712 rapprefenti ' unita di
v

luce , fara quella, che riceve F fituato alla meta del raggio
CB alla femiperiferia raggiante=1. 246, ciod & ¢ poco pilt

i

49. A mifura che ¢ intende F ritirarfi verfo B, K & ac-
cofta al valore di 1, ed e al valore di 1 , colicchd fatro
r, diventa e=1 , e per ragione del fattore (r—K)*
ne’ denominatori della ferie (H), la illuminazione riefee in-
finita. Cio perd meglio fi rileva, fe ci riportiamo alla for-

S i 2Trdx (erx* —Ka* + K)
H /(- (im0 i )

2

Quefta nell ipotefi di e=1 cosi fi modifica; b-;"/—f—ﬁ

= — &—, di cui I' integrale completo &
7 zl/{—lq-zx'}

] 1 ) T.! ‘/(1+cnf.m) )
Tar .(.xi,":—v/(zx‘—xj (F—- (1 —col. o)
— II( ‘/z +‘-/4----“ _CO_M) )5 onde fi deduce , che quando

2r ?(x 4+ cof. ¢) y .
cof. p==—1 , ciod quando F cade in B, viene F inveftito
da una luce infinita. ]

so.  Quefta infinitd di luce non gli pud derivare , che
dall” unico punto raggiante B, in cui effo s* immerge , per-
cht qualunque arco RM minore di RB non gliene comunica
che una quantitd finita . Dungue I'indole del problema non
permette
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}c]mem., che dopo aver fuppofta nulla I' illuminazi
Ha null ell” arco RM, fi cerchi quanto lume lnve
feuato in R; a mortivo che la coincidenza di F con g
que punto rageiante della periferia lo rende infinita
luminato; ¢ pu ipotefi della nullicd di luce , ¢
I cofa appunto, vols i
punto lum.n fo , ho feelte il punto op-

gere F in qualche
rofto B,

o curiofa il vedere a ¢
in tal cafo i termini della noftra inte
immerfione di F in B produce che fia &

=5

nafce la femi-illus

inazione in genere

tico di 1% fem.r; afcilla nel

(,_,‘Jb/f:—-..m m))
24/ (1

+-cof )

T # Lt 4cobp) / 2/( x—r)((
v’if“") /(:—u"
V(1 4 cof ofg)/”

1°. fem. ‘/[!{ y}; afciffla nel 2

2%, fem. 1
Il 1° termine & un molriplo
che ha il femiaffe fecondo e I' af
mo & pariménte un moltiplo in
lico che ha infinito il pri
trale, coficchd pa

3 1

affe, I’ arco non diffe

finito d’ un arco el
ffa centrale nulli; I’
nito ma di un arco

e

{1 +col0)
algebraica € finita. E pur
parallogi i

renziando st il moltiplo dell” arco
plo d rco iperbolico , dopo

Geeoo







