DELLE PROGRESSIONI RECIPROCHE
DELLE POQTENZE AFFETTE

Del Sig. Cavariene Loncna.

' Tanto impenétrabile 1l valore delle Progremions recpro=
che di quefta forma
1

1 T

O T e

GK:b™ akP+b ' aK'2b
che 1" illuftre Ewlers non dubitd di dire nel VI. Vol. de’pri-
mi Com. di Pictrob. pag. 97 ,, Quanrpis vere bec methodus
ram lave pateat , tamen inmpumere occurvere poffune progreffiones
per eam won fimmabiles , quaram quidem el nuile alio” modo
_rzrmme ajf fignari poffims , ut bujus
s
lare c 1cn1phufﬁn o della forma precedente . In fatti non fap-
piamo finora n¢ trattarle , nd efprimerle per alcun modo .
Vo’ credere pertanto non difcaro a' Geometri il veder fatto
un primo paffo in quefto gineprajo , e fuggettata la fomma
di quefta, e d infinite altre progrcf[lom di"tal indole ad una
l,l!afch: efpreflione finita. Non @ facile per veritd I' avvifar-
i1, che il maneggio di loro fi riduce al far paflaggio da quan-
titd cfponenziali reali a’ feni e cofeni d archi immagmarj,
fe un’ occafione propizia non concorra a moftrarcelo a dito.
E tanto piti che non @ in ufo quefto paffaggio come I"altro
comune ¢ trito dalle quantitd elponenziali immaginarie " fe-
ni ¢ cofeni & archi reali . Ma reftava ancora un nodo affa
pitt difficile da fciorfi, dovendo I'analifta rintracciare un mie-
todo in appreffo , onde fommare le ferie reciproche de’ feni
e cofeni , che mancava totalmente . Cos) fofle tra’ vivi quel
gran Maefiro, cui le Scienze Mat:mvidl\., Analifi pit fi-
na ¢ complicata, e il pm de” Geometri viventi d’ ogni Na-
zione debbono i lumi pilt preziofi , I' avanzamento amz.ﬂ:,

, che & pur un cafo partico-
—1
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¢ innumerabili aperture @ nuovi progrelli , come fon certo,
che avrebbe onorato queft indagine di qualche attenzione.

Sia la ferie (@)

e L
1 1 =%

in cui 4 & una quantith invariabile qualunque, K una quan-
qualungue maggiore dell’ unita, e x I'efponente de’ ter-
. Elfendo arbitraria la bafe de’ logaritmi , fard lecito il
prendere per bafe logaritmica la grandezza K, che che ella
fiafi, e fard fempre Lr==o, LK=1, /. K'=2 ecc. ¢ fara
facile il paflaggio dal fiftema de* logaritmi con la bafe K al
fiftema comune delle Tavole. In confeguenza, fe fia = la fe-
micirconferenza di un cerchio che ha I'unita per raggio , e
la lettera @ rapprefenti la quantith immaginaria l,/ —1, fa-
ra_pe’ noti Canoni

fen. mr = (Ko™ — K= )30, cof.mm= = (K=K

(,‘-‘)---"K: +K

x
e pofto i rapprefentande % una grandezea reale; fard

2ufen. xie—=K:—K—*, 2 cof x:0=K K%, 51 che ove
nelle precedenti formule fi efprimono per quantitd elponen-
ziali immaginarie feni e cofeni & archi reali, in quefte fono
efprefli feni e cofeni d archi immaginarj per quantita efpo-
nenziali reali . Cid premeffo fi faccia paflaggio dalle direrte
alle efpreflioni reciproche, e fari
1 e T e ik (L
K—K—> K —t zcolxiw Ko+1
" Kogh. fy, Sealf o Ko—1
Bt T (=) (Fr) M e
I K1 T

2 fe

K7 skt fenxie K'—1
il termine generale di una ferie , fard quefta ferie uguale a
K'F1

e 1
5 € perd eflendo ——
+1

1
quella ; che ha ——— per termine generale , fa-
0

Dd jj
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cendo che K rapprefenti la bafe logaritmica.. i)
fimbolo §. T efprima la fomma della ferie, di cui T & il rer-
mine g;.nem]e, fard generalmente

AR F1) 1 % AR*
2aK” K

AK"
L
6. IL
Ed ecco énmnrc la fomma della ferie del Sig. Eulero
1
I --l—— =
+ T:’ Ly
{elicemente r=<luru alla fomma o una f-.rl\. 5 chetha per ter=
2¥ 4
mine generale — 5 ellendo il 2 la bafe de” lo-
@2 fen X
garitmi.
¢. IIT.

Accignamoci ora a dete re la fomma in genere dellé
ferie aventi si fatte cfprefiioni per termine ger ]
che le ferie reciproche de’ feni ,' ¢ coleni ecc. d drchi
nti in arimmetica progreflione non erano ftate tocc
uno, ¢ molto: meno nel , che involgeflero, come Lf'»ii
accade , moltiplicatori efponenziati - 11 primo cimento in que-
fta materia & quello, che ho mm ]"\.b|)|ICU nel I Vol del-
]1 S'an—nr Iraliana nella D

p- X. pag. 368, avendo ivi ridotto ta
ch Calcolo Integrale. A quel metodo
anche quefte pits difficili, ed altre analoghe cosl,.facendo ve-
dere come llul qm]h. efpreffioni integrall {i pafli non' difficil-
nte a qu i fviluppate  © finite - Si riprenda da quel
go la lmmula

ce

(Ter
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da mreanm daz=0o fino az=1, in cu
ferenza di un cerchio, che ha I unita per raggio .
w , come nel L. 6., ¢ pofto w

a per fem-

A=1,
plicita, fi avrh generalmente
A paritgzimeis dz
I+z iz =
In :onl'cgumm (§ L)
- A P sprickindz
(B ,_;:z— itz =

A pziie dr o A pzi=iedr A patit dz
.= . =% ’f — =
AT 2df 14z maKU1+Z z

S 7477 , pofta K qualunque la bafe

ami il metodo noftro di fommare
hi , e fi divida
“ for-

de” logaritmi . Ora fi ridl
le ferie citato qui fopra , e perd fi moltipli
il primo termine per 1—z*%, il fecondo per 1 —%
to il Lcw;u integrale. Sard

). -

—x
Ia [mma dnhrcnmic del Primo; Ia forma dﬂFLrumal» del
fecondo fard

cm.jf

S1.ml|ncnta fi ‘moltiplichi, e fi div \d:l il terzo termine per

dzA

dz__
Tiz) =

4
11— < * il quarto per 1— fotto il fegno integrale ;

i 4
fione

(3) ok

2 per forma differenziale del terzo la feguente efpref-

it £l ofz
—z K (142) =

e la feguente




K)(14+z) %
e del quarto. Si faccia ¥=1 ne’ primi
termini de’ p binarj () (R), e riducendo fard I"efpref
fione (D )

A ) (1 —z") dz

o ”)L___’__,.,..(D;

24, (1—z")(L+2)
la fomma generale della ferie avente per termine generale il
mo termine della formula (P) . Operando fimilmente fo-
pra i fecondi binarj (5, (T) , fi troverk eflere I’ efpreflio=
ne ridotta (E)

i Rz ©

ME=—z (1 0 +7)
la fomma generale della feric avente per rermine penuzk it
fecondo termine della formula (P). Dunque col mezzo del-
le due efpreffioni (D), (E) nel cafo di z=1 dopo I’inte-
grazione fi otterrd la fomma generale della ferie di cui & ters

_())w'

X A X
mine generale e pofto poi x=-co fi avrh la fomma

della ferie all® infinito, ch®
Ora eflendo @

il cafo in quiftione.

m-l, e xia=x:ny —1 lo

gkt i) (2o iz,
24 (T=z") (1 +x)

¢ nel cafo contemplato di ;ﬂcndc % prima dell’in~

tegrazione minore 1..:'1 um:_; * quanto Z*=* fard

foreo il fegno quan iccola , e perd per le

ferie all infinito U efpreffione (D) prendera. la forma

4 R
f(:-—z." Jr+z) A

Nello fteffo mudu proveremo , che I' efpreffione (E) diverrd
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% —

tEE—e e
A dz N
iiaf(xx,'*‘—-)tx+zj""( .

¢ IV.

11 paffo fatto & quello pertanto di effere da neffuna imma-
ginabile efpreffione finita pervenuti a troyarne una per o
dta forta di progreflioni , che pud almeno coftruirfi e ridurli
a rettificazione , 0 quadratura finita di qualche curva, f& (i
volefle , effendo’ firaniflima pretefa il volere, che tutto i ab-
bia a ridurre a funzioni d’ archi o d’ iperbole comuni, qua-
fi tutte le trafcendenze doveflero ellere di una fola natura.
Se fofle lecito il trafcurare un refiduo finito nelle divifioni
fpinte all’ infinito, le formule trovate potrebbero trasformar-
fi in funzieni mﬁ.e.m{enn familiari in quefto modo . Si fac-

cia
f ady
Lyt —y—ptt

nel cafo di x=w

(B =225 (1 ) f(l—J/(l =)

Ma Iz frazione

& I 1
e s A e

. . I -
non computando I ultimo refiduo = che rifulta inoltrando

all’ infinito la divifione . Moltiplicande dunque per ady , e
integrando fi avrd

R e 2
i 3 ———ﬁL ecc. ; fofticnendo il valore di y
iz e ponendo z=— 1 » percht meffo z—o , tutto fvani-
fee , fi avrd (@) pel valore della formula (D) nel cafo di
xz=es , e di z=1 dopo I integrazione, ciot della formu-

la (M)
A

i
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Ma x c\ln bafe, che abbiamo affunto pe’ logaritmi i
cl; ed ¢ noto, che tavole ordinarie il lo-
garitmo iperbolico L quantith &, e il logarit-
mo_pure d altra g 2 ia m, fe i divida 1l Lm
per L, il quoziente & il Io-':mtmu iperbolico della quantid
m con la bake XK.

Effendo dunque

I
A Sececon la hafe s=3.218581828 1 cn eer
3 o & 3
L), 3
e L=1IX con la fefla bafe ¢, fara -—)—(nl logaritmo

ie nel

TPk
del numero 2 con la bafe X , ciod il valore della fo
I z A

~ farebbe il valo-

v LK
re per approfiimazione dell’upn,ﬂhuus. integrale (M), effendo
x la femicirconferenza d* un cerchio avente I unitd per rag-
gio. Pafiamo ora dagli d-on:nt: immaginarj agli archi rea=
1i, e perd effendo X la b«ﬁ. de’ logaritmi ipe i

amy/ — 1 LK

K =cof.
(cof.rl.x—Hy —1fen.ahx )" , ¢ perd faceado ripaffaggio
ai numeri, fard

27}/ =1 LE=2L(col -

Ma quefto lo".m:mo iperbolico & con la bale Z i <l nque d:-
videndolo per LI riferito alla bafe comunc ¢, fi
mente pel valore dell” upmrmc (D) ne cali conte
w , e diz=1, dopo I" integrazione , Ia fe

DY Al 2LE
2h (cof K+ |/ -(M whX)

aumero affoluto qualunque delle noftre ferie
ore (IL“ unitd , ¢ i logaritmi fono tuetl gl ordinar]
iti alla bafe ¢.

procedendo con un fimile metodo i
.ulummunc la formula ( N ) in
I ultimo refiduo giunta la m\'xl.mu all’ infinito . Si faccias
me prima, z'$ =y nel primo membro, ¢ fi avri 2

bolici riferi

tegreremo per aps
urando
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e lti)’ WIS
=i b =

T 1 1 I ve
= 4 e, all'in-
e e
finito. Moltiplicando dunque per ady, integrando , foftituen-
do il yalore per y in %, € ponendo =1, fard in quefto
<alo

/.

— 71—44 + ecc. ). Similmente effendo pel fecondo membro

1 1 1 1
e o P e b e ) e
all’ infinito , fard moltiplicando per dz , ¢ integrando da
z=—o fino az=1

dz

g I 1
) (x +x}—}(( L

44-1—1a+[—3a

— e,

az. ek S 3 1
f(Kz""")fl - Z)_—K+K e x:za+ Hgﬂ—ccc.),

d ¢ GETY,
i f((K D(1+%)

ra nel cafo di z—1 dopo I’ integrazione
Zied 1 i 1 1
Rl =i

I+a 1—2a 1+1a+1—ja

) uguaglie-

1
+ e ) =—23 g i Sil
T e S e
Lz I 1 I
{'TW(!+m)T(l—3a)(1+3ﬂ)ﬁm')

1&1 ricorra pertanto al metodo noftro di fommare le ferie
( i della Soc. Iraliana Vol. 1. Probl. XI. ), e fi tragga
pel cafo di due fattori al denominatore I'integrale per la
fomma generale di quefta ferie a fegni ivi

o drdueinens 8 e ol
Efz,.q,u.m_.,&fz 3

Tomo 11,
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il quale per Ia fomma all* infinito, effendo fpezzato e ridot-

to, {i trasforma in quelto
1

el
w(t *',’4. it
da integrar(i da z=o lu\o iz
Ora nel cafo noftro , effendo m,l termine. generale

1 1
raR)(p+a%) | (1—ax)(i+ax)’
(x4 —zt

M=p=1i ; B=—dy

. Ma queft®

g=a, I integrale d.wcrr.m——;
14

z
integrale nafce dalla differenza de’ due feguenti integrali

—Lyp btz lf.( —t pzore)dy
24, 14% 24 1+z

sed @

Rt R

poi f%ﬂf f-" ot dr—az, =4, pofto Z="T3
1+

1 dopo I' integrazione

e in fimil cafo di z
+x)dz_w

“fen
(Com. nuovi di J. Pm;n,: Vol. XIX. pag. 32.) . Dunque

I'integrale noftro— _'-f .
a4,

4
z

In confeguenza quefto fnrf\ pure il valore della noftra feric
1 I
(i—a)(1+a)  (i— a)(l ‘.z) (T—ax) (1 + )

e percio

- +-ecc. )

(‘—m}( + 24)

=
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i ({Z
T EE =)
Ma moltiplicando per -tlgﬁ quef? efpreffione integrale , ha

), pofto z=1 dopo I’ integrazionc.

I’ efpreflione fuperiore (N) , ciot I efpreffione (E ) nel ca-
fo di x=% . Dunque il valore di quell’ efpreflione nel ca-
fo di x=2» , ¢ di z=1 dopo I integrazione fard

A A 24 =% L e Ar
i;a(_irli; ( T )) T

Ma ¢ K la bafe de’ logariemi per fuppofizione ; dunque
paffando dagli archi immaginarj alle quantita efponenziali rea-
{i, come nel principio di’quefto §. , f

4 AX

AE)

¢ percid per un’ approfliazione fuck

(D) F(E)=S.

Fxi
5 V.

Ma contentandoci della riduzione fcoperta al §. IIL e ri-
vigliando le fomme efatte 5 fard (M)--(N) la fonmna del-
la ferie
A A A

1 iﬂK'—|+f(’-—1'+' e
¢ fD)+.'E) la fomma generale; st che polto A= K=12,
fi avra tofto la fomma della ferie del Sig. Ewleio , ¢ (M)
7(1NJ la fomma della ferie

el A4
:r+l‘1<’+l+x—}-x T
€ (D)—(E) la fomma generale . Parimenti fommando , &
riducendo fard (M) la fomma della ferie

Ee ij
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AR AR
e R RS
e (D) la fomma generale

o B e,
E perche =

ma della ferie
A

A
TRt

K*
ed (E) la fomma generale.
§. VL
Effendo poi 4 A— 4
endo poi +ﬁ.r - g

-,;I'ZA'% , fi ava P aggregato (D)~ (E)~4-4x per fom=
ma generale della ferie

AK AR* AK? i AR
Tl e _”E— S gy

¢ I'aggregato Axf(DHﬂ ) fard la fomma generale del-
lz fun.
4K AR*
+K +K’L I AR e
!n cunfegucnza Ax+(E} 1'v1 la fomma generale della ferie
AK* AR Al\
b

§. VIL

Di nuovo effendo

fen.

’ ; 2 2
fe fi faccia 2p=mo=a (§. IL), fard




RosrlieRr

fcn.(g—

, & perd moltiplican-

T
cof.xiw

Dungque J'»——“—l— =
{cn.(;-x) =)
A A
do i membri per e fard parimenti
5 A R A
o e — @ acok
mt’en( e i

Ora effendo I’ n:fprcﬁ’mm.- (D) (5.V.) la (on;(ma gcncra\:l del-

ri termine generale ——=— ————
la ferie , che ha per rermine g i

(5:1.), f f metta in (D) S—» in luogo di x st che (D)
diventi (D, ), fard

(D)=5. g

e acolxiw

szen.(i—x)‘.w
'

* ot 1{"_;_; (il

fomlm gemr-nle della ferie

Dunque (D, ) fard Ia

AR
+K* ‘{ + ecc....n K™t

T
po&a K qualunque la bafe de’ logaritmi iperbolici.

. VIIL

anndl pofliamo ricavare il modo di ridurre a legge le fom-
me di altre innumerabili ferie , che non erano ftate fogget-
tate a verun calcolo per I’ innanzi . Potrenio pertante fom—
mare la ferie
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AK™

I ) i 3
In quefto modo, qualunque cofa fieno A e K, purcht K fia
maggiore dd!' unii .

=tang. & fi foftituifcano pel feno, e co-

pondenti efponenziali, pofta K la bafe de®
lohanmu )pubu]u!, e fari
o
D=t
Ma la fomma della ferie

@~tang, 2:o -~ tang. 3iw...... Lang. xw

tang, ac

1 i (D), (E) (I'_. 5 1IL fi metta  luog
i, & dhe (D) avéns (D7) (E) divnti (E'),  trova

effere (D')—(E")=AS. 1\7‘ Dunque effendo
i
«J. tang. 5 fard

4 () 5. o - 4o (F) - (D*)—(E}

AK*

Ma fi & trovato (5. VL) dx—(D)4-(E)=4.

dunque met

ndo, come qui inpanzi, zx in luoge di x, fa-
A
"o

vk parimenti 2 4dx—(D")4-(E')=4.

rifolve ne’ due terminl gene=
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A (K*—=a) ' 2 (K

ed E':”)):"i (g.V,j,c::,[D,jﬁ.f.;(

(5. VIL) . Nello fteffo modo confeguiremo la

ferie i
AK

Ki—a a K*

tifolyendofi il termine generale di lei ne' due termin:
AK= AK*

K

2B —1) " (K

§ IX.

Ma veggiamo di fpignere piti oltre la generalith per alera
wia, fenza farlo a parte a parte combinando le efpreflioni ri-
trovate . 1l faremo fopra alcune forme principali, e refte
cosi fatta frada a chi volefle applicare il merodo a cali par-
ticolari fecondo I occorrenza. i ripigli percio la formuia

(5. L) , e pofto p4-gx in luogo di
gli efponenti poffano procedere in qualunque pro-
greflione aritmetica , dando i valori convenienti a Pyeq,
fommeremo. generalmente e ferie
Axe+s KP -+ ARe+

BetI—; T et FEFI—1

Si ricorra dunque alla noftra Memoria nel I, Vol. della So-
cicta pag. 369 ; ed eflendofi ivi determinata la formma della

s vi fi met-

ferie avente per termine generale e

fen. (p )&
1 5
ta 5 luogo di a, e fi moltiplichi I efpreflione per A, e
Ta fi divida per 205 fard
A

—
280, (P+gx) o g
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L=z (2P F Iz =) Az

{ Y+ ). Z—()
(== (1 +27)

-
Di nuovo effendo (5. L) “O(.‘d =xEi’©

; 3 e (1 29 (T 2 ) d_t_
S'coi.(,n +gx) @ f (1 =z (1 +27) =R

per femplicith di caleolo ( ivi pag. 370 ), fi metta é in
luogo di a nell’efpreflione (R) &t che diventi (R'), p4-9%

i H 5 alaralll 1 s sl 4
in luogo di x nell’ efpreffione z_—.r.oi e G
A AR+
L R)=J- 2 —, e Ja fom-
150{.(}.4.4;();@ ( i= BRI E o ) ¢ la fom
ma delle ferie
AKP+1 AP+ ke

+°“'“'“‘K

T T oer gy

§ X

Inoltre fommeremo con pari generaliti le ferie aventi per

termini generali le efpu:lhom
Fe0_g K4y
FM o’ et ®ag

K

f
Imperciocche effendo %
c

& 1 1
fara

acol (pgx)iw 2

minata
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minata nelle Mem. fopraccitate alla pag. 368, e por

in luogo di a fa

[\r + e 1

e aefen. (p g

i
T Gtang (b 040

> & nell’ efpreffione della: fomma di

(m pag. 371) £ metta — in luogo di @, fard
®

—re) Az
+— nel cafo di z=1 dopo

TR

fomma della

AICH ) i AR+ 90
= e 11 S i
Kersn—y —1 Kirvm

Nello fteflo modo fi trover: éffere f(ﬁjg/}(z{') la fom-
z 4

AR+ AK
F ey e
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§. XL

Veduto di una natura di potenze reciproche afferte , refta
che fi faccia per occafione parola di un altro genere di fi-
mili potenze. In quelle che abbiamo maneggiato finora , af-
funto che fiafi un numero qualunque per I, come bafe de’
logaritmi iperbolici, cgli & radice coftante clle potenze fuc-
ceflive o ogni termine nella ferie propofta. All" oppofito &
& un’altra natura la ferie, ne’di cui termini & bens) coftan-
te I'clponente delle potenze, ma la radice varia in ogni ter-
mine rapprefentando ella I' efponente fuccellivo de’ termini,
come farebbe per efempio la famiglia delle ferie cfprefie dal-

A

ax™+b
tativi fu queft” indole di ferie , fuorchd alcuni di Leibnitz,
di Jacopo Bermoulli, e di Leonardo Eulero, e nientc pinn che
oltrepalli le feconde potenze . Il primo negli Atti di Lipfia
in occafione di parlare della quadratura del cerchio fa men=
zione di alcune feric infinite reciproche de’ quadrati de” au-
meri naturali feemati di un’ unita, tenendo fecreto il meto-
do mifleriofamentc . 11 fecondo trova i valori delle ftefle fe-
rie, effendo fcemati i medefimi quadrati in gencre di un co-
mune quadrato, ¢ quei pure di ferie reciproche aventi al de-
nominatore numeri trigonali diminuiti d’ un coftante nume-
1o trigonale nel Trarrato delle ferie infinite pofto in calce
cel Libro che ha per titolo Ars confeétandi , L’ Eulero final-
mente nel L Vol. dell’ Apalii degl’ Infiniti §.§. r8r. 182,

Ia formula . Non abbiamo, ch’ io fappia ; aleri ten-

fomma le ferie aventi per termine generale = i) ove

& I’ efponente de’ termini.
Come da principio avea prelo a credere , che fimili ferie
follero aftrufe , cos) mi feci a tentare la fomma di loro all®
infinito per una via, che mi conduffe a farle dipendere dal-
le feric conofciute a fattori fempre crefcenti . Ma tutro ad
un tratto riconobbi, che non le fole feconde potefth maneg-
giate da’ tre nominati illuftri uomini, ma generalmente tuts
ta quelta Clafle di ferie , qualunque fieno le potefta , ¢ co=
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munque affctte, & re ile a quelle, di cui ho trattato nel
V. Capitolo della Mem. citata intorno alle feric, e non richicg-
gono al pit, che le note quadrature dell’ iperbola , e del
cerchio, qualor non fono algebraicamente fommabil
fehiaramento mi f@ vedere, che non fempre i pil fen
migliori penfieri fono i primi ad offérirfi, di che fi puo ave-
re unz prova anche in quefto cafo rivedendo attentamente
cid che ne hanno lafciaro Leibnirz , Bernowlli , ed Eulere
fucceflivamente . Ma mi fia conceduro di paffar prima di fu-
ga ful primo tentativo , perche oteenendo alcri rifultamenti
col metodo pitt femplice ¢ naturale, i qualidebbono in fon-
do coincidere ¢o’ primi, fi potrd trarne qualche nuova veri-
th non difpregevole.

Sia primamente da fommarfi la ferie infinita

I I I r
AYavine —_— e ——— e et

§ ,) ; _1+‘+4+’_i S %=t

S inftituifca la continua divifione del termine generale, e fi
avra

1 T T 1 1
T —=s e
Se dunque poteflero averfi le fomme all’ infinito J‘.;:-,, 5‘-$

ecc. © utte infieme efprefle per una fola quantitd finita M, fa-
rebbe M=S.
i o

torno alle ferie citata qui innanzi, ¢ alla pag. 304 trovere-
mo effere nel cafo di m==1 dopo I' integrazione

1 4z i1
l-f(_—z(r';)
1 d:

x
Seot ek L
L T :—-z(,'z),

. Ricorriamo dunque alla Mem. noftra in-

dz

Ff ij




Pofto pertanto: /.

T b

S (I o

e trovato dal Sig. Ewleroalla

V 1

in luogo dia ,
2ta
fto. nuovo Teorema , che ne

— Iy 7 'quan-

K=

farh Mo, & — '

2 tang. 7




T ¢ £ ; 5
) e perd di nuovo nel calo di z=1 dopo I'in-
—1
tegrazione fara
dz K
[ =i
i z
quantiti cf-wmu.nmh rc1[1, il che fomminiftra un altro Teo-
rema deﬂno di confiderazione

5. XIIL

Con un fimile metodo fommeremo pure la ferie avente per

termine generale Imperciocche eflendo

1 i -
— - ece., e lafciando fuffiftere
X

¢ perd nel cafo di 1 dopo I integrazione
Ff ijj
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az 1
mf]_zfcn.(i.i)msf —

E poiche in quefto cafo il valore della ferie fecondo il Sig

Enlero 3 X7 __; fard integrando da z—o fino a
2 tang.m
2= |

 fen. (f—)w

i nuovo Tcurcma d1 non trafcurarfi.

2 atang.w

6. XIV.
Ma gmcmlmemc ‘

P s e e + Pees ' r
ed & pel noftro metodo (Mem. della Sor. Draliana pag. 304)

! do
. D fm—1) f oL lTEl
|z”(zm‘1)f 2”'"—5—,—:« Dunque

ze- e Zio—s
L) T T

Fece.)

= f - Con che abbiamo I’ efpreffione generalifiima di
o

quefte ferle ridotta alle ferie conofciute a fattori crefcenti.
§. XV.

Paffiamo ora al metodo diretto e femplicifimo di fomma-
re & fatte ferie con tutta la poffibile generalith , e prendia-
mo pu' gralll la ferie di Lebnirz

;_j- 3 -FG —+ecc. all’ infinito

Si trovi il termine di lei generale , il quale fard manifefta-
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S T

2% 4 x° w4 & x(2+%)

ferie algebraica reciEroc:l di fecondo ordine, che ha per fat-

tori x , 2-4-x. Pofto cid ricorriamo alle formule generali
della nofira Memoria, e fi tragga dall’ efpreflione della Prop.
X1 pag. 294 i due ultimi integrali, ciot

A

A=1, m=o, n=g=1, p=2, quelt’ elpreflionc diverri
z -z I < 4
J‘bdzfdz( )= fdz(-[az‘-)—z-ftdz(l_

11—z
& fatto z=—1 fuori del primo fegno , avremo , riducendo,
1

2(x+ 1)
, che fard la fomma generale della ferie; ¢ poflo

mente « Dunque & ella una

B iy
‘:), e poich

integrando, ¢ facendo =1, la formula 34

2(x+2)
x—co refterd 3 per la fomma all’ infinito, come quel gran

Geometra ha trovato. Di poi pigliamo a maneggiare un ter-

mine generale di quefta forma E.;'lfi-—fa qualunque  cofa fafi

1

ax* b
1
(V=Y sy )

gliando lo fteffo integrale precedente , ¢ ponendo =@ ,

a, e b. Tofto veggiamo , che

« Dunque ripi-

s e 2 R St
onde cercar tofto la fomma all’infinito, dwerraﬁ;

L i p :
e N dividendolo in due, e riducendolo , pren-

dera effo quefta forma




dz.

SR E SIS G0N

o fuperiore per la fe |

valendo il
1

at-b

1 1
i i S
T 4at-b Jrg.v—{-b_] e

=c per femplicita, avremo

1 Edz :
71“_/?1.....(”)

1 A
- [~ gcc. ) — ; quindi
i ):.at 1

"3

ferie & lo ftefio che
I' Accad. di Pietrob. Yol

XIX
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nell’ efpreffione Eulerian

I
il .
Gl L+ ecc

Se-dunque fia b quanticd pofitiva , effendo 4 negativa , fard

1 1 1
— Ve Ty b
2\ Vb cangr)/ b b—a ' b—4a b-9a
il qual valore fard pun. quello della ferie
T I TRy i
I — - ecc, , ciod effendo b negativa

a—.’-_l .;n—[:—l oa—0b " & 0

a politiva . E fe'foffe b pofitiva , ¢ 4 negativa , si che i
\.a]un. della ferie foffe efpreffo per funzione d' arco immagi-
nario ,, potremo fempre avere la medefima ferie efpreffa per
efponenziali reali come fegue

1 T K

, ¢ K il numero

e ofto b=
3 ya ke &
che ha per logaritmo iperbolico I uniti,

Che f& fuﬂn ¢ quantitd razionale intera o rotta , fi potrd
fempre avere { () nel cafo diz=1
particola liti . Sia

per efempio a=4, b 7f=i ¢ perd
I P 45 = P

ml cafo di z=1

la formula diverr

dopo I integrazione s e

che fard

Tomo I,
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Similmente fommeremo la ferie
1

atb | 4at
metodo ci di la formula (B) Nﬂ(f

grarfi da z=o fin0 a z=1 . Operando come qui innanzi

ecc. cui il noftro
rd'.'—| f+ I

—z')dx
) da inte-

:
—— ECC.
+3_; e

?_}_ -+ :cc.g

¢’ 2ac

A=1, . fu cui {‘mrcmn inftituire le medeime operazioni del
cafo preced
Ma fenza nu.urue1 £
luppato con le f;

1del noftro integrale fyie
Eulero citate qlll fopra , ,-umm 0 di-
valore di lui. Imperciceche & certo
pe’ principj (.J (,q]\_u[o Integrale (Com. nuovi di St. Pietrob.
Vol. XIX ) che

(M)....

Si fottragga pertanto dall® mtc*mh (M) I integrale noftro
4) per “le ferie, alternativi

ﬁz‘ )d: —zdz I‘(z‘—"- ‘)iz
(& I4+% 1+

mente fommando P integrale (N)

col noftro per le ferie pofitive, avremo
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—z=Mn (z-* —z')dn
Al f =

ZLvE X
=fz.'-'f.‘z: = —_ pofto z=1; € pero ~—
R ¢

tang.

(== —Z

Jd—z, come abbiamo per I’ uno e per I’ altro
1

ftabilito precedentemente .

§. XVIL

E paffando alle terze potenze affecte, fia la ferie (C)
r 1 1

el e T

1
+ccc""a§;'}1"‘(c)

2 T
S facciafi ‘-zsz , il termine generale diventa S +f

FEs L

@ (R (A =) (3= =3))

Dunque fcorgefi immediatamente che la fomma della fe-
ric (C) f riduce a integrare da z=o fino a z=1 la for-
mula del Probl. XL pag. 293 del I Vol. della Seciera Ira-
Jianz , allorche fieno i tre farrori al denominatore della for-
ma qui propofta. Il che non involgendo , che un puro affa-
re di calcolo fecondo i valori di @, ¢ &, non mi vi trar-
tengo di piit.

Quindi poffiamo agevolmente conchiudere , che qualunque
fia il grado # della potenza alfetta, come nella ferie gencrale

1 Bl a0t
a+!)fru“+bj-334"i—b +b
I arcano di quefta fe nel rifolvere in fat-
tori femplici il denominatore, che pud fempre farii, e ricor-
rere al metodo noftro generale di fommare Je ferie algebrai-
che reciproche nel Iuogo citato qui innanzi.

In quefta guifa , ottenuto il valore della feric , avremo
quello pure dell’ efpreffione fingolare

Gg i




ye numeri

una ferie alge-
tta a un’ altra dello fteflo ordi-

5 224, 5L5 &

10,66, 196 ecc.

a fommare i due termi-
|l rermine

—3x—3; ¢ rifoluto ¢
, non (i tratta ch

fto ne’ fatto-
di fommare

che potra fempre far-

y (— 1 —-3%) (1 —-2x)(3 | 3%)”
fi col metodo noftro o 1lm.bm1:m¢.mc, o per funzioni d’ar-
chi circolari, 0 per chmtnn Di che avendo dato qui fo-
pra efempli baftevoli non cccorre parlarne pit diffufamente.



