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NEL CALCOLO INTEGRALE.

Del Sig. Cavariere Lonana

¢ le prime opera
altre , il lavoro di
poi venuto, qualung
credere non totalmente
metri. Ogni paﬂu,nl‘m nuo
mamente pregevole in quefta lcum di equazi
no si fovente in campo nelle Scienze V[x.u.. niche ; e n
Alftronomia filica , e che non fenza one banno meritato
o fudio de’ Signori d' Alemiers &
ezout , de la Place , e di

aleri illuftci Mate-

matici.

Trattando q::eﬁc materie con nuovi artifizj , ficcome ho
raluce fempre raggio d' incognita verita, che mena a
qualche avanzamento indubitatam del che potrd
tarfi chi vorri al progrefflo di quefta Memoria attendere con
qualche accuratezza.

accer-

PROPOSIZIONE L
§. I Trasformare U equazione (A)

dy ddy d’y
T o "2 ece

g et
Tomo II. 7z
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in eni ds @ mﬁam, M 1‘ Q_R ecc. fono foi grialingie
della va a0, per modo che o fua vif one dipenda da
e equazions del grads n— 1. |

RisoLUZIONE.
[zdx — [zdx
S ponga y—u f (e s ), effendo = ed u

li , ¢ il numero di cui I’ unitd & il loga-
erenziali dell’ ordine i, fi

due nuove varis
iperbolico . Paffando ai dil

=) =t gd

dzd' = ydx

3)4314”‘)f;a’x ..... e 4 = Ve
Dunque icceflivamente I, 2 5 3 ecc. per 7 famd
L =
1L ddp— sy - dzydic 4 dudz

1L &'y = zddy -\~ 2dzdydx - ddzydx - ddvdz

2 nel 1L differenziale il valore di dy tratto dal

fi pm il valore di df
icavato dal (IL) ¢ cosl

(11.) dy = z'yds

(IIL) dy=zydx’ -z
A ydizdx - dudx

2ot -z dudz’ - 62 ydzdx’

- suzdzdx® 4 3ydetdx’ - zdudzdy®

x* - yddz - dudx
+ zduds® 4 3pdzdx’ 4 2udzdst

(IV.) dy

- zdduda
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szpddzdx’ - suddzdx’ 4-yd’

e
Si foltituifcano: tutei quefti valori nell’ equazione (4); pren-
derit ella la fezuente forma
M=y -Pizptu)-4-Q (z+-=¢
zdn
+R(z;y—]—x-uf;— 7 -4
= 4z
s e z
sdudzs | azyddz | suddz
dx? A U dw

dx
yddz | ddi
i

comprendono; ¢

(B)oiio=r+Pr4-Q (=

ddu | suxdz |

dx? dx*

ognuna delle quali
equazione principale (
zioni (B), (C) dipe
zione (A4). Dunque fi & ¢

#—1

ormata ecc. Il che ecc.




P PR

Cororrario E

cqu:ncne (<) nun ha ]‘]u ]uq.

go, e ne rifulta la fola equazione (B). Dunque ncmpmm.

mente Pequazione (B) pud fempre trasformarii nell’ equazio-
4

ne (), in fuppofizione di M=o, con la foltituzione zfﬁ.

Cororrarto IL

6. III. E quanto all’equazione (C), ella fi riduce agevols
mente alla forma uazione (A). rciocch? facendo:
tueti li coefficienti di # = A, Ji cocfficienti di
ddi

—A
e &
dinando finalmente I equazione per #, fi avrd I’ equazione
7 ddu G|
Clevve M=n+4-P —4 @ — e svieeraes
{C) b u#--P deQdf ecc.
ch’'e della forma (4 ).

ecc. e di poi

;= & ¢ec. M:M‘, ¢ or-
=2

Cororzrario IL

6 IV, In cou!l'ﬂuema fe nell’ u]u.la,inm precedente (C) i
ponga du =z'udx --u'd: ! effende due nuove variabi=
li, Ia i fara d)p\.l‘d;.u_ (g I) dalle due equazioni (B') (C')
del grado #—-2

. g, VAR
(B)reno=14- P& (z g e

A,
=9 (z'u' 4 o) eee
duzione di due nuove v ili 2 [
e (C') da due (B') (C") del grado:
nte s di modo che fi perverrd in
ficcome ¢ manifefto.
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PROPOSIZIONE IL
azione (A)

d'y

§. V. Lintegrale compleso dell
(A)ianan M .

dipende da wn integrale pa
zioni fucceffive ¢ delia fic]

dx
are di ciafcheduna delle equa-

1a'(B), (B'), (B") ece.

2

DixosSTRAZIONE,

Avendo_in

 Potere un
B

-—L.u\
Xl )1.n I ineegr
ie Ma fe in vece
¢ ione (C) (i aveffe un int
zione (B) (5. IV.) =X/, foft
equazioni

completo
rale completo
incompleto dell’ equa-

ndo quefto valore nelle

du=zdx |- 1'dec
(e M =P

bafterebbe che fi avefle
zione (C) del grado

o pertanto qu.
fi avrebbe I'ir

tegra




nello fteflo modo
zione (B') (s 7)), ¢
o #— 3, fi Of
5 e cosi fuccefliv
e(C*), (C

)
PROPOSIZIONE II.
completo. ds
i
di z , che [
Di12.0STRAZIONE.
fuccelfivamente nell’ equazione (G
1no [I|‘[u l.n]\].lﬂmll
i grado # — 1, quante ha unita nuUMEre:
Ma il numero di quefte equazioni effendo uguale al !

numero delle quantitd
&=t

7 s
cciare , & potrd
p] mo grado [,: q

8=s+RE

2N rzhmm. ) €
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colari di . 'Fncmdo fuc te quefte foftituzioni in luo-
go di =z nell’ equazione dy = %) x - Xdx, ¢ integrando, G

lieatis el

ecc, ¢ per confeguenza

y=u! P P—f*‘*'ff-wﬁf"w'\' )

pdx —[pdx
2 (Aot [Xoms ")k e

fari I' integrale complero dell’ equazione (4). I che ecc.

PROPOSIZIONE IV.
§. VIL JSe pud integranfi complesamente I equazions diffe-
venziale (&)
R e AR S R foy
i

potva complerariente integravfi .1»‘05 I equazione. diffe
fe ()

(A)..

dy (.uly
= P - .
YR Q s

dy*

waw==T 22
=4 5

DimMosTRAZIONE.

Poiche foftituendo nell’ equazione (4 ) zpdx in luogo di
dy.; ella i cangia nell’ equazione (B) (6. IL),
dz.
B o=1+-Pxt-0 (2"l =)} ecc.
{ Lk P @ (2 ) e

fe fi abbia in potere I'integrale completo dell’ equazione
li_potrit conchinderne I' integrale completo dell’ equ

valori particolari di z nell’ equazione (B) .

: " equazione (A) (5. VT,
pud integrarfi Cnn“\'\\. E
potri compleramente integr:

Per con-
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Cororrario L
6. VIII.  Si pud di qua n_cmu, che I' equazione (A)&

tum le volte integ i cafi che pud efler-
' lo ! ione [’_\} ch'e \L "Lunma del de la Graige .

Cororrarnio IL

s IX. Ma non & neppur neceflario il conofcere I” inte-
ale completo dell’ equaz ieno in poter noftro
#—1 valori particolari di y nella medelima equazione , po-
tendo cio baftare per I' i i a dell’ equ
(), ficcome & mar

Cororranro IL

ente fe fi conofcano i , o #—1 valori di
acciano all' equazione (B) , | i-fi
equazione ((, (§. L), ond

ali fi'¢ veduto al 5. VI. che I cquas
letamente inte, ieft:

hiedere il Sig. de Place (Memorse dell’
40 Vol 1V, ¢ TIL).

PROPOSIZIONE V.

di :
g{-‘mﬂ'u B Q_ oo T quantita coftenti , ed M firnzione dirx
qualioque .

RisoLUZIONE
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RisoLuzloNE.

Si ponga nell’ equazione di fofti uzione (R) (§. L)

ndo come
s i- ivi l-n.mmo, Pe nelle due

(B), (C)
(B)

- RE? -}-ecc.

)1%

ne (Ivg per
ponente uguag

ne propofta (
gebra comune [* zione (B » fi mettano per K
mente nell” equ .wm.(LJ[c mm_: trovate. SI otterr:
li equazioni col mez lle quali potrapno ¢
wiali dii 1, e fi confeguird il valore
lore. Soitituendo

il valore di &
efempic «,
done di mano in m
Aol fXd:

PROPOSIZIONE VL

§. XIL  Jaregs
(T,\,,,:\{:Ay

I equazione (T)

Toma IL Aa
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RisoLuzZloNE.

Pofto, come nella I. Propofizione , dy=2ydx—4-udx , col
metodo ivi adoperato fi trasformeri I’ equazione (T ) nelle due
= dz.

(B)---.czA«I—B(JH—K-\‘JZ-{—C{E+I\x}‘(:’+M -ecc,
dn

(C)...M=B(s+Kx)u+C(b+ K.*.'}‘(zu-,Li;)*—ccc.
Si facciaz= ,i__, effendo # una coftante indeterminata.

h+-Kx

Softituendo quefto valore nell’ equazione (B') , ella i ridureh
a quelta forma(B*)

(B%).. — A+ Br+Cr(r—K)+Dr (r"— 3 K 42 K) +ecta
1a quale ordinata perr,fomminifirerd tante radici #, 7, 7" ecce
quante fono le unita nell’ ordine dell’ equazione (T Facen-
do Ia flefla foltituzione nell’ equazione ('), vi fi foftiruifca-
no fucceffivamente per # le radici #,7" ecc. trovate; con che |
{i avrd un numero di equazioni eguale a quello delle quantitd

du  ddu 5 2
A le quali maneggiate, come nelle Propos. pre=

cedenti, ci faranno pervenire al valore di #=X. Ripiglian-
do pertanto I' equazione di foftituzione

zdx — fzdx
F= wdxp , ¢ pofto X in luogo di u, fe 75 |
§ ; i e |
#, 7", ecc. rapprefentino 1 valori———r ecc
i PP TEKx heKa BeKx
fi mettano 7, 7 ecc. fucceflivamente per Z, € i avra

[mdx — [rdx |
r=p (1I+fX¢bcu )

Jrdx =[x
ST ] f Kixp Y-ccc.
I integrale completo dell’ equazione (T). Il che ecc.
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SReu0; L LU0

§. XTIT.  Ancorch® le integrazioni otrenute i 5. 6. XL
K11, fi confiderino non avere altre difficoltd fuor quelle
dell’ Algebra comune , ridotee come fono a dipendere dalla
rifoluzione di equazioni algebraiche determinate ; cid non
oftante il cafo principalmente delle rad i eguali, che polfo-
no-incontrarli in quefte equazioni , obbl ad operazioni ,
che farebbe bene di evitare . Non conofco finora aleun
todo efente dalla neceflith di avervi particolare co
ne, allorché ha luogo quefto cafo. Eccone uno , che <
feceffariamente da quello che abbiamo adoperate nella
luzione di quefte equazioni differenziall; e fra poco ne
mo un altro ancor pitt femplic ripigli 1’ equazione del
5. XL ponendo A, B, C ecc. in luogo di P, @, R ece.

== & | ¥
() i M_y_{__da+)3_

)
;: —+-ecc.

e fieno (B) 5 (C) le due equazioni nelle quali ella fi tr
forma

(B)uvare.o=1-4-Aa-}Ba - Ca’ - ccc.
(G --MSAM+B(W+%}+ ece.

con la foftituzione dy = aydx—|-udx, effendo a una coftante
indeterminata. L* =qx:}uione (C) i trasforma nell’ equazione
) v ddu
M=n- Adx—‘_'sd_:—f_ ece.
della ftefla forma di (4), ma del grado m—1 (6. L) .
Sieno pertanto (B') (C')
(B )urens.0==1j= A J-Ba*4-Cd" 4 ecc.
" ) . dn
eidies hﬂ:At|+B(a:¢’+d—x)+c:c.
le equazioni nelle quali fi' rifolve I equazione preceder
la folticuzione du=—da'ndx 4~ wdx , eflendo # una nuov:
mhll‘c , @ una nuova coftante indeterminata . E' x
che [i trasformerd fimilmente I equazione (C') nell'e

Aa i
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M'=u'-4 o
(4), e del grado 2. Inoltrando I* operazione fucceffiva-
mmente, fi perver b z N A" da cui i potrd
avere- il valore llmtu i ragga una re

lore di a" d i P! yroffina ¢ determi; (
avendolo folt 1" equ ne di A" e
infieme col valore di

completa

ece. della forma parimente df

=7

—1

m
u = (cul}.—l-f:r dxc )

Conofcendo. il \'I"—!lc die®—*=X, fi ricavi una radice o uns
valore di @ =" dall' equazione ‘determinaca (B"=* ). Softiruis
i quelti valori nell’ equazione

i Rkt =t deams t dxe

fi confeguird una h.mmd: parte integrale
mi

m—z x
" e (coft. f}(aw )

amente F perverrd al valore din=

rie.
o un valore di ¢ dall®
wwione di quelti valorl
one. dy— fy’x“{—}—-‘ﬁfc, fe ne potrd conchiudere fi=
nalmente P equazione finita

F= M“‘(cof‘ 7IX'"a'clu-“‘
integrale ¢ eto. dell’ equazione (A) . fenza che I* anda=
mento fia turbato dalla confiderazions m]]c radici egua]il,.
che pofl; averyi nell’equazione (B). E quefto. metodo puds
applicarfi anche all’ integrazione dell’ equazione (T) (5. XIL)S

FROPOSIZIONE VIL

§. XIV. Inregrare I cqu(sz.wc (A)

= ! AL 52,
s M= —,—X + 0. X -¢'s de




NEL Ca
inooui M, X fono fios
funzioni di X #ndetering

RisoruziloNE.

Suppongafi per ni
. X=R ecc,eli oy 5 0
a piacere . o della prima Prop. fi
rifolverd I' equazione (A) nelle due (B), (C)

- Pa-}- 84" - Ra’ --ecc. i
it
= (P + Qa4+ R + ecc.) 4 + (R + Ra + 5a* - ecc.) o
Jdr
- (R A= Tt f-cce. ) 52 ecc.
Facendo in feguito
A=P{Qa-}-Ra* f-ecc.
@-+Ra-5
A'=R 4-Sa T,

d

£

Di nuovo ponendo in qu
du="budx -}~vdx , in cui b a piacere ,
ile, fi i ; te due (B) (C)
Ph- 9P |- R - ecc.
(C ) is M= ( P @0 - R - ecc. )1t
A
(@ R~ 5 - ecc.) - ecc.

Ia feconda delle quali del grado #—= per una preparazione
fimile alla precedente diverrd
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M= P‘f’f+gf;‘?f.u e
x
Ia quale con la foftituziene (K') dk'=cu‘nfx+y"d;c, e com
la fkefla preparazione fomminiftreri le due equazioni del gea—

D'~ Rler - ecc.
3 W f i’ o ddi’

(C4)sni MY=0u'-}-P E—f—@ F-J‘- ecc.
¢ cost fucceflivamente . Procedendo in tal modo fi perverrii all*
equazione M"*'::(‘"i-P'"‘d-'L coll’ ultima foftituzie—
ne (K") , dall integrazione dellz quale fi avra il valore di
#*—* con una coftante arbitraria. Integrando quindi Iequa-
zione (K*) i otterrd il valore di #—" , e fi giugnerd final
mente con quelt’ ordine a trovare il valore di n . In confe—
guenza i potrdl integrare I equazione primitiva di fottituzio
ne (K), e confeguire il valore di y. Ma perchd quefto va-
lore fia I integrale completo delt equazione (A ) bifogna. fod=
disfare alle equazioni
(B)...o=1+ Pa - @a* |- Ra’J-ecc.
(B).. 1P b @b R - ecc.
(B).

che o luogo infieme con le equazioni (C), (C') ecc. 8i
confideri pertanto , che tante fono le funzioni indeterminare Py
2, R ecc. quante unitd contiene il numero #, ¢ che z—1
¢ il numero delle equazioni di- relazione tra quefte funzioni
che debbono aver luogo . Dunque & manifefto , che una di
quefte funzioni pud effere tutto quello che fi vuole . Sia P
quefta funzione arbitraria . Maneggiando le altre come ineos
gnite , fe ne potrd dedurre il valore in P e coftanti con l&
folite regole dell’ Algebra comune.E poicht P=X,2=¢.%,

= cee. fi perverri a determinare le forme ¢4 ofs
¢ ecc. dell’equazione (4),effendo X una funzione di x guas
lunque , e a,b,c ece. coftanti a piacere. Egli & vifibile, che
non la fola P, ma uma qualiivoglia delle indeterminate P,
@, Rece. pud pigliarfi da principio per funzione di arbierios
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e le altre fi determineranno <ol mezzo delle equazioni (B),
(B') ecc. 11 che ecc.

Eszmrio L

Sia da integrare I' eqnanone differenziale (A}
7 1+aX ddy
A M_y+.1dx-}- pAe

&
effendo M, X funzioni di x di qua]unqm. forma.
Bacendo X=P, :—Tﬂ -
ne (K)dr=apdx+-wdx le due equazioni

{b}-»-b-*lJ-AP-l_;-nl'

dn

(€)ere M= (P4-Qa)u+2 5
Prendendo ' integrale completo dell’ equazione (C)w=V, G
foftituifce il valore di # nell’ equazione (K ), e fi avra

=—@, fi avranno con la foftituzio-

(L) ...ﬂ=y"’(Co&A—{—dexpr“"

integrale completo dell’ equazione (), purch® fi foddisfaccia
all’ equazione(B). Ma foltituendo in (B) X in luogo di P,

_“:. in luogo di @ , I' equazione fvanifce . Dunque I e~

preflione (L )& I integrale completo dell” equazione (4)
Esemrio IL

Sia da integrare I’ equazione differenziale di terzo grado( 4)

dy a4ab—b (a—b) X, ddy

AYeioi M= X.._ e kR

(4 rbx g (T BN

a+b+abe d)'

£l ) 4

M, X effendo ﬂ:nuom di x qn.ﬂunqua., a, b coftanti a pia-

cere. Supponendo |\| maggior {unpl:c:t,l, che I equazione fia

=aqrdx—-udx le due equa-
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(B}....o:]-r_PaJ_Q,g -rR1’
(C)oree Mitics p% Bl

effenc!oM‘ (P+@a+Ra),5 P (@4 Ra):(P+Qa+Ral)
&= P- Ra* ) ; ¢ con la foftituzione ( K ) du
)-m!\ nell iazione (C) fi avranno le cqluzmm
(5‘;....:: 1 Ph- @b
A’
().
effendo M'=M (2+’{’a)»b)j P'=R:(@+R(a+5)
Prendendo I’ ale completo ak_!l’ Lquaru)m.(C‘) s fi avr
valore in (K') fi avrd integransg
7. Tn confeguenza foftituendo quefto valore peru nell!
equazione (K ), ¢ integrando fi otterrd

y=et (colt. 4 f Vdop— )

e completo dell’ equazione ( A) gmcalh cu-\mlendc
tre coftanti arbitiarie’ , purchd fi fo
(B) ﬁ) Ma appunto mettendo X in vece
£
—a;ﬂ in veee di @, e —
in T\ ogo di R entrambe quelle equazioni fvanifcono . Duns
que ecc.

6. XV.

Ma fu le tracce della Prop. precedente poffiamo 1"|=rc\ un
campo di fpeculazione pit \1ﬂu, ¢ poggi
ti coll’ ajuto delle  fur indeter
a fare npn'rl tentativo g
ione (A ) (6. I ) allorché 1
ono funzioni di x, ne
§' ¢ farco nella Mem. fopra citata per le equazioni
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" ddy
(B).oro=p+F(e, u)-— rl’(‘?)"}“

i
(B).cio=p+F(ps v, -ﬁ)(f—i-F(fbwai") =4

+F'(¢; 05 A)N

&) ddy
(B) ooy + F (05 0, 8,2) 54 F(0sv, 8,0)5F

i‘)’
F(%, 0y 85 %) 75

+-Fi(, us B, w'{

ecc. effendo 9 , v, &, A ecc. funzioni d_ LN S
F9, v, ) ccc funziont df @ 5
ero delle fu (mm b, vs D ecc, 1n
e differenzi

d i equa-
le & uguale al grado dc‘l‘ cquazione - "da rifol-
. Si concepifca pm, che I equazione (K)

S adx
(K)orp=ge (A+fdw

+ f ny. (A + ecc.
all' infinito rapprefenti |
(4), effendo 4, 4', A
do che , richiedendofi I’ integrale di un’ equas ione diff
ziale del grado # , balta fare la coftante A7+* 2 € tutte
fuffeguents =o. La feric allora s’ interrompe, e I’ equazione
finica rifultante comprende # coftanti arbitraric, ¢ tante fui
zioni ¢ , v , A & quante unitd fono in # ., Iu confeguen-
za pigliando la differenza 2™ di quelt’ equazione, dovra el-
la. rapprefentare un’ equazione (4) del grado m, ciot la for-
ma (B) , (B') ecc. corrifpondente a quel grado , st che le
forme F (¢, v); Fi(¢p, us &) ecc. verranno ad effere de-
tel nate .

eno pertanto (P), (P') ecc. quefti differenziali fucceffi-
vi dell’ equazione (K)
e : dy | ddy
(F):. o=(p(g+uv) —d )y—( Aw)}f_—}mh
(P v+28) (¢ = g = v) = "+ 200 + g/
fi Bb




L 30 A 0o OL IN T il

F{ (o420 ) (s4o48) —

; 3
=30 vt )(%u ]

ay |
—(o842v4-30 ),,ln—l,\. |
: sl iy ,_av 5 1
g ecc. ne' quali Y=z ¢ el {
i Quefta differenziazione pud continuarfi agevolmente , mentre
—f(eo+u+i)dx ) 4
I’ equazione (P ) moltiplicata per p = e diffes
renziata Jomminiftra I'equazione (P'); T equazione (P) mol-

it —[(¢+o+A+A)dx
tiplicata per p e
ftresebbe I equazione proflina fufleguent
finito . Cid prem ¥

(K) affunta fia I in
grado (l: qu !

ecc. ch' & del

(4) .

mnm fommini=
;e cu:a Jll'sn-

(PJ

arﬁ co!i ma:mne

a forma (K) .
{A‘ in mppol. ione
e ¢ ne' medel .m cafi

o (§ VIL), & ben
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RisoLUuzIONE.

fono
ta coitan-

funzioni
D CaE Ia formola

di quefta eg
Ay ddy
5

Aerénziali ——
fHerenziali =

Ora nella di

tutee le potenze

®, U, A ect. e diou c
clpolto sel g. precedents . vun_ 7
cienti A, B dell’ C\Ju‘l'xfﬂlh (A)

fe ferenzialt 5

numero i di equazioni in @ ,
mezzo delle quali i potranno dete
2y A ecc. in A, B, C ece. Se dun
valori m.ll equazione (K), fi ot

i iale (A4) nel
to I integrale di (4) in
I' integrale di (4) in fupp
lunque (. VZIL.). Dungue ecc.

cafo di M

o, fi i ha pure
i M funzione di & qua-

§. XVIL

Quefta rifoluzione dell’ equazione (4) non & turbata dal
cafo delle radici eguali (§. XL) alle c
todi fa d'uopo avere confide mn p.n:h.o
Vol. del (_nl: Integr. del Siz. Ew
]”GVDJ degli atti di Torino m.ll' ;._ul‘ Megn, del S
nge).-




ep
=0 fash della fo
u (Ao [ A

nziata due volte dari
vt
(). o

feguente
(R):+s

Ia quale d

I equazione (5)
ddy

¢ dx
Dal fuo paragone pertanto con ? cquazione (@) fi otte
v

R r; 7 iy

Softituiti quefti equazione (R} , I integrale
completo dell’ equazione (@), fuppofto M=o, fari
y=u (4 -[-fzi dx Y= p (A )

I metodi ordinarj avrebbero fatto dipendere queR” integra

zione dalla rifoluzione dell’ equ.

e perd p=—a,

in cui due radici fono eguali Ma effendo noto Pintegrale im
1up}sommm. di M=o, fo farx pure in fuppofizione di M fun=
zione di x. Dunque ecc.

§. XVIIL

Non effendomi propofto in quefta Memom, che ¢ indicare
alcune vie , che mi l’tmu \pc\w I‘” razi um. di quefta
forta di equazioni diffe
fia poflibile , la materia pilt di Inorow:o, ch, ora per a
tura non m'¢ conceduto di fare , paffiamo 2 fa qm\cnc ri
cerca full® equazione
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(Asnvs M =54 (a4 DX )y 204 (¢ 4 eX) dpdo

AR (i
in cui M, X fono funzioni qua
coftanti a piacere, Non & ignoto a
fia la fola equazione di fecondo gra:
{r+j1v")r!.\'dy+(g+é.\‘")}ria ! parti-
ariffimo dell” equazione (A )¢ fo cui pilt di tutti ha dif-
fufimente verfato il Sig. Etero nel X. Vol. de’ nuovi Com.
di St. Pierroburgo, ¢ in apprefio nel II. Vol. del fuo Calc. In-
tegrale. Ci fermeremo pertanto prima fu quefta , ed eftende-
remo poi e noftre indagini full’ equazione generale.

PROPOSIZIONE. IX

§. XIX. Svolgere infiniti cafi d&' integrabilita dell equs-
zione
(A). ... Mdx*=x*(a-}-bx")ddy - x (e fx*) ddy
(g} hat) ydx*

dndipendenti dall’ ¢lponcnte n.

RisoOLUZIONE.

; 3
I Si fupponga y== , effendo = una nuova variabile , ¢

fi foftituifca quefto valore nell’ equazione ( & ) . Ella prende
quefta forma
(B)....(.'z+£rx"J(xn'dz—2ds.-dz+ﬂs)

x

—Mdx'=o

S )
(o4 foer) (ddnc— ij+{‘g 4.&.\*)241:

Di quefta equazione fe ne faccian due nel modo feguente

Sl 3

Ca+bt) Z‘_" Ll o ey E42 e ) =
E x x

e e e —

Ie quali femplificate e ordinare divengono

(€) 2a—ct-g4-(2b—fof-b)x"=0
Bb i




g8 gD e o
(D) .\(:H-ba ([d’+(b + ff—‘b)x")d\fiz Méxtzs
Polto nell” equazione (1)) d %5 {1 palii-all’ integrazions
d adx
Gl dz. bl Mde © B
S ey a=22 (/l—;-f e
effendo @ —c—2a--(f—2b)x", P=x(a-}-0x") . Per

confeguenza z= A wax, e perd pdz —.-**'de:c

ale complero dell’ equazione (A) , ognora che fi
alle due cqu
o, le quali non involgonol

Di nuoyo {i ordini I ulmnorc(B), e fi fupponga M
- 81 avri
*(a— b )ddz - e (e —2a|- (f — 2B ol

- (2a—efg-(2b—ft b )x* Jedet
s froab=f, 2a—et-g =g
2+ E ) docdz o (g + H'x) zdx®
con la foftituzione di 3‘- in luogo di z fi cangerd in quefias S
x* (@3- bx)ddz! _._\(,r_w,, (f—2b)x" )A’.‘criz.‘
H- (20— g (2D —f — B) 2*) Z'dn* =0, ciot in quefta
(B7) oo % (@bt} ddx - (e — a4 (f—ab )= Jdxdzs

(68— 2o gl-( 6b—of-|-b )
.Smnlme.\tc(f troveri d]:l»l’cqu'tmrls (B") con la foltituzio~

ne di ; in luogo di z' fi trasformerd in quefta

(B )aee o3 (@b Jddz! e (0 — 64 (i 6 ) Jredal
F-(r2e—zed-g (12 b*ifﬁ»i,\ =2

Quelta poi con la foftituzione di = in luogo di =" diverra

(B")....x* (@ ba® )ddz" —|--.t(c— 8a - ( f—8b )t )dxdz
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ghc dopo m trasformazioni

modo ,

one
2ot - xfe—ama 4 (f—2mb ) )d'\ri' 38

* ) a—iie—-g

Ma dﬂ’quclh e
cedente , i tro
chino le due equ.
1%

fm(a—e)-fg—0o
b =m(b—f)--&
Dunque in tutti quelti infiniti cafi
ficienti, ove non entra I’ clponente 7, el
tero e pofitivo, «. m fup i
grale completo dell” equazione (A); ¢ p
in {uppofizione :Ei M funzione d 2
II. Ma di nuove ancora fi li I' equazion
fe ne combinino tre paja come e i 1,\0(;\1 di M=o
ifi o ¥(@ - B)dd% (e — 2a+ (f—2b)xt Jdxdz
- (244 20x" yzdx =0
i(f )

Gy

E{F)...x’ (a+ba)ddz + xfe—2a+ (F— 2B ) dodz
: — (e fo" ) mdar =0

%( F)eozat+e+(264+2)x"=0

« o 2 (@ b ddz -
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& certo, che qualvolta 8 integri I equazione( E) fi potri in=
rare I equazione (A'). Si faccia pertanto in(E) e—a2g
, f—ab=F. Si cangia I’ equazione in quefta
Yerwus? (@i b ) ddz—A-% (¢ I f %) dxdz

- (zaf-2bxt) zdx? =0 )

la quale & integrabi ( Art. 1. )ognora che fi verifichino que-
fte due relazioni 64 Jeh—

Dunque in quefti cafi pure

E

o

regrabile I’ equazione (A').
v Bl <L . y . |

Ma foltituendo  in luogo di = nell equazione (E'); ella i

trasforma per la feffa ragione nefl’ equazione feguente

20 (@b ) i -2 — 2a b (f — 20 )" ) dadz!

3 1te, facendo ¢ b =S,
cond3( @bt Jddz o (€' ) ddz!

A ra 2bat )2

(livamente, Dunque dopo 7 trasforinazioni fi per=

c
bt ) ddze=t - (¢ — 2708

" equazion
x*(a—
- (f—2mb) x*) dx
e (284 2bx) 2 dxt =0
della forma di (4') . Ma fatte due equazioni dell’ equazione
) col metodo adoperato nel L. vt 5 fi tri ch ella &
abile qualvelta fi verifichino
(2-4)a—e=o0; (zm—-4)b-
Dunque generalmente in rutti quelti ard integrabile
completamente 1! equazione ( &) , eflendo 2 numero intero
¢ politivo.
Nello fteffo modo mettendo nell’ equazione (&) M
- 24 in luogo di g, —2b in luogo di &, onde foddi
equazione (F'), [i trov che I" equazione
(") &t (@ b ) ddy |- (e - fo* ) doxdy
— (2a 2l ) yd

e z . 2 3 .
con la foftituzione y=r 6 trasforma prima nell’ equazione

(H)
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(H).-.o00 .:,: bt ) ddz - e— 2a - (f—2b) x ):ixd-
—( e far Yzdn® =0
-7} :
quefta con la foftituzione = nell” equazione
CERY = '{-1+b\'“‘<fd"-1n:5:(s-.|a-:-(f— 41')x-‘)d.wiz,'
— (¢ fx )xld
& cos) fuccell amum. , licchd dopo m trasformazioni fi per-
viene all” equaz
(H") .. x-'(zz+!m‘}tf¢i = ¢ — 2am 4- (f — 2bm Yo Ydocdzm
— (oS Jxtdxt — o
la quale effendo integrabile (Ars. L) ognivolta che fi verifi-
chino le feguenti equazioni
(m~+!)r17 fm—f 1)i—f=¢
lo fara pure negli fteffi cafi I equazione (&7). E finalmente
procedendo nella feffa guifa fi dedur

% che Iequazione (A")
L"), '(-z+bx")dd)r+a("-1 2t Jdrdy - (g b pdxt =0
& mtutrabule qualora [i verifichino le due equazioni
2qm s 2bm - fe—=o.

E quetto per ord b.n(h intorno all equazione (A ). Il che
cee.

P RIOD PLOISITIZIIO N EC X
S XX. Suolgere infiniti cafi & integrabilita dell’ equazione
(Q)-. .. x®+1 (a-f-bX Jddy -5+ (e} X )dxdy

—+x*+r (e L hX Jydx* —Mdx'=o
incui M, X fono funzioni di x qualunque , ¢ a b e f ecc.
coffanti a pzmm.

Risoruvzione.

v
1. Suppongafi P= Fatta quefta foftituzione nell’
equazione (@), ne rifulterd I’ equazione (R)
B).. . (a+bX) (:*ddv—2(p+ 1)xdvdt (e + 1) (0 -+ 2)vdx’)

Tomo II. Ce
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e+ FX) (2dvdi— (@41 Judx? ) + (845X ) vdx®
— Mdx*—o
2 quale fe ne combinino due

(I{J 5 (a4 bX)dd + (e — 260 — 20+ (F = 2bo ~ 25 X)duds

(R)... (92— (@4 1)
bo--1)(et2) fteF k) B

dx nell equazione (R') , ella

_Ave

%,

la quale integrata ci fomminiftra =2 funzione di.x con-
tenente una coftante arbitraria. Dunque

7"=‘°ﬁ'+f2ﬁ; € perd ):cof..\'—*"{fr**"fﬂx

fa ntegrale completo dell’ equazione (@ ) fempre che fi
verifichino le due equazioni
a(p41)(e4-2)—e(o41)Fg=0
bok 1) (02 ) —f(o1) b=
IL. Si ordini I' equazione (R) (Are. preced.) in qukﬂn
modo, facendo M=o, ¢ molriplicando tutto per x**
A""(d+bX)a‘d"u+x° Pt (e—2ap—2a + (f - 2bp— 25X )duidx

+at+ (atok 1) (o) —efo+1)+g

(b1 (e+2)—f(o41) Fl')X)z.'dx‘u-
si che fara ella della forma (@) in ipotefi di M
Se dunque i faccia c-—«.m—m(c,f#-:b—w#f,

a(et1)(et2)—c(s41)+e=g, b(e41) (342
—f(o}1 —¥ , fard ella integrabile (Arr, 1) qual-
volta fi verifichino le due equazioni

a(o 1) (92 )—€ (8F1) g =0
blo-1)(of2)— (v 1) HH=0
celi fefli cafi lo pure I' e ne (@) fuppo-
(5 VIIL) fuppofto M funzione di = . Ma

a4+ bXYZ + %(e— 20— 20+ (f— 2bp — 2B)K)x

¢ perd neg
flo M=o ,
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v

ponendo - in luogo di @, I’ equazione

%
a1 (g bX)ddy -5ttt (¢ - X )dvdx
ot (g A
i trasforma come prima in quefta : /
A H1 (@ L b Xddy 4 P (¢ - 2ap—2a s (f=2bp— WJX)"-\""'U
St e ) (o2 ) —2 (f-1)+¢
(b1 ) (o) —S (o1 )4 ) X ) wdx =0
1a quale, pofto ¢ — 2ap— za=¢"; f'—2bp—2b=f"
alort) (o2 —e(pr1) w8 =80 b 1) (0 2) = f (e 1)ed =5,
& intégrabile ognivolta che abbiano luogo le due equazioni
afp=1)(o42)—< (p-f-1)+g'=°
o1 )0
Dunque negli fefli cafi lo f
cost fucceflivamente . In confeguenza pro,
modo dopo 1 trasformazioni, [i conchiu
ne (@) ¢ generalmente integrabile qualy
le duc equazioni
a(et=1)(o-2) — (1) -8
L bledn) (o2 ) —
Ed ¢ ben facile cofa I oreencre
e, f» g5 & con le foltituzioni fuccellive
Sty 24, fo—f

W, g%, & in
eralmente

r=d(e 1) (-2 )—e" = (o) g7t
m=bie-br)(od2) == (o}1 )"
IIL  Ma J—ii ml)o(v.‘r; a q?n:l!ifinlinin cafi < int
dell’ equazione (@) altri infiniti poffono 2
fi & fatto nell’ antecedente Propofizione , ricav
di cquazioni dall’ equazione (R}, e proce
nalogo a quello del §. XIX. Art. III., cofa » cui m’ altengo
dal fare, non implicando alcuna difficolta.

Ce i




6 XXID I azione (&) della Pro
cafo ben di quefta, com’ & m
do —1. Ma fi pud e

®
me ho ALCLIUHIU di \npm, .J una

PROPOSIZIONE. XI

§. XXIL  Swolgere infiniti arf d integrabilita del equa- 3
zione (A) |
(A) Mdx"=x"+" (a+bX)ydx®+ x™ +? (¢ +cX)dydx"—*

e x4 (- KX

)ty dyi=?

—xma ] + pX )dfydx®~ * +ece.
in oui M, xﬁmofwzgar di x,abced
piacere.

. . coffanti @

RisorLvzrowe.

v

Si faccia y . Softituito quefto valore nell’ equazio~

nL“(IU prel la forma (A4")
(A'). .. Mdx bX yvdx*

(e t-eX ) (wdudet = — (m--1 Jrdx")

S (F8X) (wddvd = — 2 | Jedvda' =
F(m--1)(m—-2 yvds® )

o+ (KX ) (s0drvda = — 3 (m -1 )xddvde =
== 30 + 1) (m1+2)xd
- ({4-pX) (\ diud.

A 6(m 1) (m-2

—(m + 1) (M=

g (m 1) w0
e ddda - *
e (75 1 (8 4 3)XATA e (772 2 1Yot + )T
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- (g A-rk) (xdvd = — 5 (W -,-n]x‘d"udt‘-'

+xc(m 1) (a2 e d N
— to(met ). (m 3 et =

L (s 1 )e(m + A)XdTdR — (0 ¢ 1) 5)vdx")

« fe ne combinino tre nel feguente modo
=t (e—=f(m+ 1)+ 3h(m4 1) (m+2)
— gl (i 4 1) (4 2) (M 3) + 57 (M 1)o7+ 4) = €CC.
(e~ 2gim s 1)+ 3Kfm o) (a4 2) = 4P( + 1)o7+ 3)
- #0144 ) e ) X)
~Fatddpd = (f—3h(m+ 1)+ 6l (m+ 1 Ym+2)
— tog(m+1) . (3 ) ece (g —3K(m+1)
+6;pﬂ+; (1 4 2)— toF (M4 1).. A+ 3) +ece. ) X)
- &dindat = gl b ) - 104+ (g 2) = ecc.

- (K—ap(m+ 1) 4 10r (m 1) (m+ 2)—ecc. ) X)

4= ecc.
(C)...a— (M +1)c4-(m & 1) -+ 2) f— (< 1) (2 + 2) (M 3)5
A )i g — (A1) (14 5)4 4 ece. =0

(C)ev-b—(mrs 1) (s 1) (M + 2)g — (4 1) (w1 + 2) (m+ 3)K
(1) (4 4P

E' certo che avendo luog
zione dell’ equ:
zione (B), ciod dell' e
(B)...Mdx®

— (1) (1 4 37 o CCC =0
zioni (C), I integra-
II‘m azione dell’ equa-

e

‘_.a_f(m—x] ecr:.)
|- wrdv'dn =2 (f — 3h(m - ’ﬂ'i'““')
- A (b —

in cut fi trasforma 1" equazione (B) ,

che & inferiore di un’ unith all’equa azione (A), ciot de
do m—z.

Cc ijj
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cangia in queita
(BY) ---.\Id\ S Lo (r—«.f{m + 1)+ 35 (m + 1) (m4-2)

m (4 L) .. (M4 4)— ece.

— 4l (M4 1) (M4 3)+ 5
(2= agm 4 1)+ 3K(m 4 1) (m +2) ~4p(or & 1)oo(m 4 3)
|- sr(m41) .o (m+ +}—ecc.)X) ]»—(ffgf;{ma- 1)
6L + 1) (M 2) — vog(mr + 1) (11 + 2 ) (1 + 3) + ece
+(g—:3K(mt-1)+6p(mt1)(m-z2)

Yo +3) + eec.)X) (xedvdoct— - 9'daT)
4= (6— 4l (m=-1 ) {-10g (m-f-1) (m - 2) —ecc.
T(hf.ﬂ" (2= 1) 4 107 (M-~ 1) (1 4 2) —ecc )).')

(:r’dn’z/‘dx"* ) —axdydx st 2t A )

— 10¥(m

= ecc.
dalla quale combinandone fimilmente tre, come fegue,
(B} - Mdx=* = wedadc* (f ~ 3b(m +- 1) + 6l{m + 1) (1 + 2) |

—rcq (M1}, (M4 3)Fecc—2h42. 4l (m41)
(m—+1)m—2)+

- 64 1) (13 - 2) — r0gim - 1) ... (2

ece. (g —3 m’m

3)4
— 2K 2u4p( 14 1 ) — 2. 100( B+ 1 ) (4 2) - ece. A)
- wrddvdae= (h— 3l
- (K—4f 4= 1) = 107 (m 4= 1) (3 = 2) —ecc. )X )

1)+ 10g{m+ 1) (A4 2)—ecc.

(7 1) 4 38 (1 4 1) (11 2) — 40+ 1)l 5 3)

+ 1) - gy —ece. —F+ 38 (mk 1)
= 1) m - 2) - 1og (m - 1) (m
rh—aglim) + «_.lr_w(m 4 1) (m 4 2)—ecc. =0

— 4+ 1) (m +2) (m23)

) —ecc. |

ce—aglm+ 1)+ 3Kpme 1) (m+ 2, 1) (i
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J- s (m—=1 )un(m =4 ) —ecc.—g 4= 3K (m-4-1)

A—ap(?:L |) (m—}-2)+- lcf/(mejJ (

- 3) —ecc.

2i0ni mentre i
binate tra coefficienti crefce, I =:]u\1|L\m. da cui d
ceflivamente | integrazione dell’ equazione (A) va d
do 5 dimodoche dopo #— 1 tr.\slurm.\uuui I' equaz
ma (B*) & di primo grado che fi fa int
Dunque I’equazione neralmer
ra che 1i verifichino #— t equazioni di r
te (C), (C) o T (GE=2
I Ma di nuovo fi pofiono mo
bilita dell’equazione (A) all’infir
cia. M=o ; I equazione (A4') (s
e(lcndo ordinata e moleif
), ciot
Y(a— (74 1) A= 1 4 1) (0 4 2) f— (1 1) (1 306
= (m ) g4 ) — (-1 ). .. (- 5 g ece.
== (b= (=)o@~ 1) (24 2)g — (1 41)m 4 2)K
= (- (B~ $)p — (- 1)l - 5)7 5 m::.),l’)vdx"
G Y(e—af(m- 1) 3h(mA- 1) (-2)
— b= 1) (e 3) - 59 (o 1) - 4)—ecc.
(e —2g(m + 1) + 3K + 1) (m 4 4PN+ 1) +3)
S (M1 ) (M- 4 ) —ecc, ) X)) duda "
-J—x"'*"(f——;b(m~§— L)A=gi(mo-1 ) (m--2)
deg(m—-x).. . (m -3 ) ece. - (g —3K(m4-1)
’{-(’Mm-—l—lJ(m‘—l—:)mxor(mwi-()“.(m—i—gJ
Fece. ) X Jddvdar = 4-ece.
ciot la forma (A4")
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(4')-:00 VX)od - (¢ e X)dudx i
: Jonmt :U Qg)ddmlx**‘—f- ecc.

pofto

d=a—(mi e+ (mer)(mea)f—(me ). (ms 3k - ecc.
e 1) (e a)g—(ma ). (me3) Keece
+3h(m e 1) (e 2)— 4l (M 1)
3K + £) (4 2) — 4p(m =

(11 + 3) + ece.

'+ 3) + ecce

Similmente I'equazione (A4") con la foltituzione 2=
fi trasforma nell’ equazione (A4")
(4" co=a" (@ VX Judsn a2 (I X)dvd:

bt 00 (' g X Jddzidxt = - ece.
.L\cer‘db
@'=d — (- 1)¢ (5 1) (2 + 2) f— (0 + 1)(m 4 3) B+ e

V=l — (s 1)¢ ¢ (m+ 1) (% 208" — (1 & 1) (700 4
—zf(m+ 1)+ 38 (me) (s

ri—

e quefta, con la foftituzione v/ =

(A4Y).co=x"t2 (" + b X)v'dxr + x4+ (¢ ¢ X)dzd 5
m b (1 g X )y doct = - ece.

facendo
A" =a"— (v 1)k (£ 1) (= ) Pl (1 1)n(m 1 3)8"

+ CCC,

=t —(m s 1)e"+ (e 1)me2)g —(m s 1 + )K" + ecc.
ecc. ¢ cosi all’ infinito.

Se dunque I' equazione (A) ¢ integra generalmente per
I’ Articolo preced. ognora che abbi il fiftema di re-
lazioni tra’ coeflicienti (€), (C),.....(C*=*), per la flef
fa ragione potra generalmente integrarfi I’ eq ne (A')
fcmprc che fi verifichi il feguente filtema di relazioni

(CC)uvid—(m-x)c'J-(m—=1)(m2)f
— (1) (- 3) B e =0
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b —(ma=1)e - (mA-1)(m4-2)8
—(mf=1)... (mr=3) K f-ece =0

(CC)..

(CC'J...r‘-—af'(m—'rLJ--;*35'(V”~E-IJ(W+U
—gh(m-1 ). (3 ) - e =0
(CC) e 8 —ag (m- 1)--3K (m-1)(m—4-2)
5 c-“m"L 3 faaedea Vot =0
e
ello ftefio modo fi pud conchiudere, che I equazione (A™)
potra integrarfi qualvolta abbia luogo il feguente fiftema di
relazioni
(GGG )= el — (e x Yol (= 1 ) (-2 )"
—(m-r)...(m4-3 '} ecc.=0o
(€0C) wuen b (a1 e (1) (2 )¢
—(m--1)...(m+-3 )K'J-ecc.=0

(CCC )uennc’ —2fi(m = 1) 35 (m—-1) (m--2) —ecc.=o0
(CCC ) an et —2g'(m 1)+ 3K/ (m~-1) (1 - 2) ~— ecc.=o0
.

E cosi fucceflivamente per tutte le altre trasformate (A4“),
(A™) ecc. allinfinito.

Dungie in tutti quefti infiniti fiftemi di relazione tra’ coef-
ficienti fard fempre integrabile I' equazione generale
M ="+ % (4 4-bX )yl 27 42 (¢ e X Jdydr =+

-+t oX Yddydsn —* - ecc.

in fuppofizione di M=% . Ma eflendolo in quefta fuppofi-
zione, lo fara pure in quella di M funzione di x qualunque
(§. VIIL). 11 che ecc.

Tomo I, Da




