DI UN NUOVO METODO GENERALE DI ESTRARRE
LE RADICI NUMERICHE

MEMORIA
DeL Siexon Gav. Paoro Rurrin:
Ricevuta li 30 Settembre 1812.
SEZIONE I

Esposizione pratica, & dimostrazione del sovraindicato metodo.

Nﬂl (N.? 269 ) del mio corso d’Algebra elementare  esposi
un metodo generale di estrarre una qualunque radice da un
numero dato. In segnito ho veduto potersi tal metodo ren-
dere pit semplice; ed & principalmente, onde indicare que-
sta semplificazione , che io lo espongo di nuovo nella pre-
sente Memoria .

1. Cominciamo per maggiore chiarezza da qualche caso
particolare, e voglissi quindi in primo luogo fa radice quar-
ta del numero

19987173376

Poiché 4 & I'indice della radice domandata, comincio
dal dividere qui sotto in (I) il proposto numerc di quattro
in quattro cifre principiando dalla destra, e cerco per mez-
20 di opportune tavele il massimo quadrato-quadrato, che si
contiene nella prima parte a sinistra 199 . Essendo questo 81
la cui radice quarta & 3, scrivo in (II) il 3 ottenuto, e al-
la sua destra separata con una lineetta verticale scrivo I'u-
nith, tanti zeri, quanto & Pindice 4 diminuito di 1, cicé
tre, e infine la prima parte 199 del dato numero (I). Cid
fatto, pongo in una seconda linea orizzontale, e nella colon-
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na verticale seconda lo 1, moltiplico questo 1 per 3, som-
mo il prodotto, che ne viene col numero soviapposto, che
nel caso presente & zero, e colloco il risultato 3 alla destra
dello 1. Moltiplico quindi il 3 ottenuto per 3, unisco il pro-
dotto g eol numero sovrapposto, che qui pure & zero, e scri-
vo il risultato g alla destra del 3. Moltiplicato in egual mo-
do questo g per 3, e scritto alla sua destra il prodotto, che
se ne ottienc, sommato col sovrapposto numere, che anche
qui & zero, eioe il 27, moltiplico finalmente questo 27 pel
solito 3, sottraggo il prodotto 81 dal sovrapposto 199, ¢ pon-
go alla destra il residuo 1:18. Formata cosi la seconda riga,
passo a formarne una terza, collocando in essa il solito 1
nella tecza colonna, moltiplicando quindi lo stésso 1, e ghi
altri numeri 6, 27, che si ottengono successivamente , tutti
pel medesimo 3, e sommando i snccessivi prodotti coi nu-
meri della seconda riga corrispondenti : ottietiesi cosi il 6 col
moltiplicare lo t per 3, e sommare il prodotto 3 col 3 so-
vrapposto ; risilta il a7 col moltiplicare il 6 per 3, e som-
iiare il prodotto 18 col sovrapposto g, e ricavasi fitie 1l
1ol col moltiplicare per 3 il 27, e sommare il prodetto 81
col 27 sovrapposto . Operando in seguito nella stessd maiie-
ra, formo una quarta tiga, avendo perd Pavvertenza di por-
re in qitesta lo 1 mella quarta celonna; nel modo medesinid
ne formo una riga quinta, portando lo 1 nella colonna qhig-
ta; ¢ finalmente ne formo uni sesta, nel caso presente ulti-
ma, col solo 1 ¢ollocato nella sesta, ed ultima coloiina .
Determinati con questa operazione in (I1I) néll’ ultima
colonna a' destea 4 numeri 1, 13, 54, 108, 118, aggiungo
alla destra del secondo di essi uno zero, alla destri del ter-
7o due zero, tre alla destra del quarto, ¢ alla destra dell”
ultimo' aggiungo la seconda parte 8717 del dato numero (I).
Serivo quindi i (III) i numeri riswltati; e poiché il numero
chie déve ora determinarsi, deve essére fion >0, ¢l insienie
non thaggiove del quoto, che risulta, dividendo 1’ ltimo de’
numeri (I11) pel penultimo, teréo questo quoto; & siccome
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nel caso presente ¢sso & 11, lo trascuro, e tengo conto del
i ma ancora questo g potrebbe essere troppo grande; per
cid riconoscere con qualche sollecitudine tolgo in (III) le ui-
time due cifre dagli ultimi tre numeri, serivo i numeri, che
e risultano, 54, 108c, 11887, in (IV), collocando alla loro
sinistra separato con una linestta verticale il 9, e posto il
54 sotto del 1080, lo moltiplico per 9, e ne sommo il pro-
dotto ol 1080 sovrapposto; serivo il 1566, che ne viene al-
la destra del 54, e lo moltiplico per g, osservando, se il
prodotto , che ne nasce, &, o non & maggiore del sovrappo-
sto 11887 : ora nel easo presente esso ne é realmente mag-
giore , ‘essendo = 14094 . Dunque dird, che il g ¢ un nume-
o troppo grande , e passerd ad osservare, se sia opportuno
lo 8. Operando percid con lo 8, come ho fatto col 9, lo
scrivo sotto del g stesso in (IV), moltiplico per esso il 54,
sommo il prodotto, che ne viene, col sovrapposto 108e, e
serittone il risultato 1502 nella terza colonna, moltiplico que-
sto per 8, e siccome il prodotto 12016, che ne nasce, & an-
cora maggiore del soyrapposto 11887, dird, che anche 8 &
troppo grande; passando quindi al 7, rinnovo con questo la
medesima operazione , e siccome veggo, che I"ultimo risul-
tato 10206 & < 11887, dird, che il 7 potri essere opportu-
no . Scrittolo percid in (ITI) alla sinistra del primo 1 separa-
to con una lineetta verticale, opero quivi in una maniera
affatto nguale a quella, con cui ho operato precedentemente
in (I1); formo ciod le successive lince orizzontali seconda ter-
7a quarta ec. con lo serivere in primo luogo lo 1 rispettiva-
mente nella seconda, nella terza, nella quarta ec. colonna,
poscia col moltiplicare ciascun numero ottenuto per 7, sou-
mare il prodotto, che ne nasce, col numero immediatamente
sovrapposto, e porre alla destra del precedente il numero.
che ne risulta, avvertendo perd che il prodotto pev 7 del
penultimo numero della prima riga, eiot del 152003 deve
non gid sonumarsi, ma sottrarsi dal sovrapposto 1183717, ed
avyertendo, che se mai Vindicato produtte fusse maggiore
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del 1188717, onde la difforenza me risultasse negativa, allo-
ra anche il 7 savebbe troppo grande, e converrebbe diminuir-
lo; ma siccome cib non succede, esso sarh opportuno .

Serivo ora in (V) i numeri 1, 148, 8214, 202612, 124556
dell’ ultima colonna in (I}, unendo alla destra del secondd
uno zero, alla destra del terzo due zeri, tre alla destra del
quarto, ¢ a quella del quinto Pultima parte 3376 del dato
numero (I). Divido quindi, come precedentemente I’ ultime
di questi numeri pel penultimo, e truovato il quoziente 6.,
non fard quivi le pruove esposte di sopra per iscuoprire se
sia troppo grande , perché esistendo nel numero antipenulti-
mo 821400 tre cifre meno di quelle,; che esistono ‘nel pe-
nultimo 202612000, possiamo quasi ess certi, che esso
non sard tale. Posto pertanto il 6 alla sinistra dello I, se-
parato con la solita stanghetta verticale, eseguisco la solit
operazione; e siccome in questo caso, nel sottrarve il pro=
dotto del penultimo numero 207093896 della seconda linea
per 6 dal sovrapposto 1245563376, ne viene il vesiduo zero;
diré che I’ operazione & terminata, che il dato numero e
una quarta potenza esatta, e che congiunti i numeri ottenu-
ti successivamente, il 376, che ne risulta & la radice cor-
rispondente ,

(1)
199, 8717, 3376
(1m) (1)
3]1,0,0,0,199 71 1, 130, 5400, ro8aon, 1188717
13,9, a7,uB 1, 187, 6283, 152003, 12556
1,6, a7, 108 1, 384, gaaz, acabin
9, 5 oot g
1, 1a e il
1 0
(IV) (V)
4| 54, 1080, 11887
3| 545 1566, 1doa4 6] r, 1480, Ba1400, 208612000, 1245563376,
7l 1514, 12096 3, 3486,  830d16, 207553056, 00000000004
1458, 10206

2, Vo-
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a. Vogliasi in secondo luogo la radice quinta del numero

20866063714593754493 .

Essendo in questo caso 5 I'indice della radice, divido il
numero dato gui sotto in (VI) di cinque in cinque classi, co-
minciando dalla destra, e col mezzo della tavola delle pote
ze cerco la massima quinta potenza esatta, che si conti
nel primo membro a sinistra 29866: essendo questa 16do7.,
la cui radice quinta & il 7, serivo in (VII) tal vadice, e alla
sua destra separata con una lineetta verticale scrivo la uni-
td, quindi tanti zeri, quanto ¢ I'indice 5 della radice da
estraersi diminuito di 1, cioé quattro, e in fine il pumero
29866 . Dopo cid eseguisco quivi la stessa operazione, che si
& effettuata precedentemente in (II), ed in (III), e determi-
nati per tal modo nell’ ultima colonna verticale i nnmeri 1,
390, bobjo, 4745520, 185075280, 99432003, li scrivo nuo-
vamente in (VIII), col porre alla destra del secondo uno ze-
ro, due zeri alla destra del terzo, tre alla destra del quar-
to, quattro alla destra del quinto, e a quella del sesto il
secondo membro 06371 del numero (VI). Cit fatto tolgo da-
gli unltimi tre di questi numeri le ultime quattro cifre, e po-
sti in (IX) i risultati 343, 12005, 130590, operando come si
& fatto nel numero precedente in (IV) cerco quel numero,
che mi renda I’ultimo prodotto << 1dedgo, e tale truovando
essere lo 8, giacché I'ultimo prodotto, che da esso risulta,
& 117992, pongo questo 8 in (VIII) alla sinistra dello 1, frap-
ponendo la stanghetta verticale, eseguisco la solita operazio-
ne, e truovati cosi i numeri r, 3o, 60840, ec. dell’ ultima
colonna, li pongo in (X), coll’aggiugnere alla destra del sc-
condo, del terzo, del quarto, e del quinto di essi gli zeri,
come di sopra, e coll’unire alla destra dellultimo il terzo
n:emhm 45937 del numero dato . Divido in seguito ultimo
di quelili numeri (X) pel penultimo, e siccome le cifre com-
ponenti il numero antepenultimo sono tre di meno delle com-
ponenti il penultimo, siccome accadde nei numeri (V), diro

qui pure, come si disse nel numero precedente in corrispons
Tomo XVI.
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denza ai suddetti (V), essere noi quasi certi, che il quoto 5
ottenuto & opportune, perché non troppo grande. Tralasciato
percio di fare i tentativi simili agli espesti in (IV), ed in
(IX), colloco alla sinistra dello 1 in (X) esso 5, determino
con la solita operazione i numeri 1, 3920, 6142650, ec. dell”
ultima colonuna, e scritti essi nuovamente in (XI), unendo
come precedentemente gli geri alla destra del secondo del
terzo del quarto e del quinto, e alla destra del sesto il mem-
bro 54493, divido, come si ¢ fatto in (X) I'ultimo di lore
pel penultimo. Ancora qui il quoto 3, che ne risulta, potrd
dire essere non troppo grande, e perd atto all’intento, poi-
che il numero penultimo contiene quattro cifre pit di quel-
le, che esistono nell’ antepenultimo : posto pertanto senz’al-
tro tentativo esso 3 alla sinistra dello 1, comincio ad effet-
tuare la solita operazione; ma al fine della prima riga per
ultimo risultato ottienesi lo zero. Dungue concluderd come
sul fine del numero precedente , che I operazione & termina-
ta, che il dato numero (VI) & una potenza quinta esatta, e
che 7853 ne ¢ la sua quinta radice.

3. Venga domandata in terzo luoge la radice terza del
numero 35,

Escguisco ne’luoghi (XI1), (XII), ec. (XXI) la solita
operazione ; riflettendo, che ai numeri 8, 2232, 34217, ec.,
che si ottengono nelle ultime colonne, debbonsi unire, men-
tre si scrivono di nuove ne’luoghi (XIII), (XV), (XVI), ec.
tre zeri; perché il dato numero 35 non essendo cubo per-
fetto, I’ operazione non pud aver fine, e in esso non esisten-
do cifre ulteriori, non si possono agl’indicati numeri 8, 2232,
34a17, ec. aggiungere, che gli esposti zeri. Avvertasi di pil,
che in (XVII), siccome il numero 3209832300 non si contie-
ne aleuna volta esatta nell’ altro 2128489oco ; quindi si seri-
ve per quoto lo zero, e aggiunti i soliti zeri, nno al nume-
ro ¢8130, due al 3209832300, e tre al 2128489000, ricavo
con la consueta divisione il quoziente 6, lo pongo presso
dello zero, e proseguo la operazione solita : un accidente si-
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mile & accaduto eziandio in (XXI). Raccolti finalmente i nu-
meri nsultati dall’ operazione coll’ osservare , che a riserva
del primo 3, gli altri tuf eggiono essere evidentemente tanti

decimali, dird essere prossimamente |‘ 35=3, a710663107 .

I Giunti nella precedente operazione. ai risultati
(XVIII), potremo ottenere le ulteriori cifre 3, 1, 0, 1 del-
la radice in upa maniera assai semplice e breve, operando
come segne . Osservando, chie nel terzo mumero dell’ ultima
colonna ivi esistente contengonsi sette cifve, tolgo le ultime
sette dal primo, e seritti in (XXII) i risultati 320996, 995693,
divido questo per guello: ottenuto cosi il quoziente 3, e
P avanzo 32705, taglio dal divisore 320496 I'ultima cifra 6,
divido pel restante 32099 il 3a705, pongo presso del 3 il
quoto 1, e avuto il residuo 606, taglio dal divisore Ialtra
cifra ¢, e proseguo a dividere il 6c6 pel numero, che risal~
ta, 3209: poiché il quoziente, che ne viene, & ¢, € P’ avan-
70 corrispondente & lo stesso 606, pongo appresso dello ze-
ro gid seritto il quoziente 1, ed avrd cost ottenute con mol-
ta sempliciti le indicate cifre 3, 1, o, 1. Siccome poi il
numero 286, che ha servito all’ ultima divisione , & composto
tuttavia di tre cifre, potrd anche per una volta eseguire I o~
perazione ora accennata, e tagliata quindi dal 320 I"ultima
cifra o, potrd dividere per 32 il residuo 286, ed il quoto 8
sard la cifra, che nel valore della radice richiesta succeds
alP ultima 1. Ridotto cosi il dividendo a contenere nel 3o
due sole cifre terminerd qui 1’ operazione .

Se oltrepassati i (XVIH) fossimo nella precedente estra-
zione della radice giunti ai risultati (XX); allera siccome il
terzo numero dell’ultima colonna contiene nove cifre, taglia-
te le ultime dieci dal namero secondo, e le ultime nove dal
numero primo , avrei potuto instituire I’operazione ora accen-
nata tra i numeri 32099624, 6053659; ed ottenuto cosl sic-
come in (XXI) il quoziente 018859, scrivendo esso dopo lo
1 quoziente della divisione in (XX), ne verrd il numero
3, 27106631018859 , distonte dal vero valore di |},35 me-
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no di ﬁ, e perd distante, quanto meno si pud con 14 cie
fre, decimali .

II. Conviene nel metodo di abbreviamento ora esposto
avere alcune riflessioni, se nell’eseguire le successive divi-
sioni risulti uno dei residui formato di una sola cifra; allora
in Inogo delle cifre, che si troverebbero ulteriormente , e
che supporro di numero r, pongansi tanti zeri, e I’ operazio-
ne & terminata : se per esempio in (XXII) nella divisione se-
conda invece di 606, si fosse ottenuto un residuo di una
sola cifra, per esempio il 6, allora avendosi nel caso nostro
r=3, porrei presso I'ottenuto 31, tre zeri, e direi, che
31000 sarebbe il numero domandato . Che se qualcheduno dei
residui fosse formato di due cifre : allora, se questo residno
fosse il primo, aggiungerei al numero gid ricavato r—r1 ze-
ri, e tagliate secondo la regola stabilita » cifre dal divisore,
dividerei il residuo supposto per quanto fosse rimasto nel
divisore . Se in (XXII) il residuo primo invece di 32705 fos-
se stato un numero di due sole cifre, fosse stato per esem-
pio 755 poiché in questo caso abbiamo r=4 al numero 3
ottenuto dalla prima divisione aggiungereir — 1 =3 zeri,
quindi tagliate dal divisore 320996 le ultime r=4 cifre, dic
viderei pel 32 che resta il supposto avanzo 75, ed essendo
2 il quoto, che ne viene, direi, che il numero richiesto sa-
rebbe 30002, Che se il residuo avente due cifre sia, non gia
il primo, ma uno degli ulteriori : allora, aggiunti, come pre-
cedentemente , al numero prima ottenuto gli r— 1 zeri, non
si deve poi, come precedentemente, determinare, e aggiun-
gere dopo gli zeri alcun’altra cifra . Cosi in (XXII) se il se-
condo residuo invece di 6ob fosse stato un numero di due
cifre, per esempio 66; avendosi in questo caso r =3 avrei
all’ottenuto 31 uniti 7— 1 =2 zeri, e nulla aggiungendo di
pitt, avrei detto, che nel caso ora supposto non pud median-
te il nostro metodo di abbreviamento, ricavarsi, che il nu-
mero 3100, il quale sia sicutamente fornito del dovuto gra-
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do di approssimazione verso il valor vero della radice. Per-
cio in (XXIII) dopo la quinta divisione essendoci yisultato un
residuo di due sole cifre, cioé il 12, non abbiamo aggiunto
al numero 018859 il quoziente o, che sarebbesi ricavato dal-
la divisione di 12 per 320: perché, siccome in questo caso
abbiamo 7= 1, per la regola stabilita non dobbiamo all’ot-
tenuto 018859 che aggingnere r — 1= o zeri.

Volendosi estendere questo metodo alla determinazione
di un numero di cifre > 10, bisogna avere delle riflessioni
ulteriori, le quali esparrd in segnito, ove dard le opportune
dimostrazioni, e che presentemente tralascio tanto per amo-
re di brevitd, come perché mai, o quasi mai viene in pra-
tica richiesta un’approssimazione tanto inoltrata .

Finalmente si vifletta, che in caso di approssimazione,
mentre il valore, il quale ottienesi col mezzo de’metodi es-
posti ne’ numeri 1, 2, 3, L. 4 & sempre minore del valor
vero della radice domandatas il valore poi, che risulta da’
metodi stessi, mentre abbian luogo i casi contemplati nel
( prec. 11 ), pud essere fanto maggiore, come minore dell’ in-
dicato valor vero della radice, In tutti i casi perd I'appros-
simazione & tanta, quanta pud mai esigersi col trovate nu-
mero di decimali.

5. Le dimostrazioni di quanto & stato fin qui esposto
praticamente dipendono in primo luogo dall’ operazione, che
¢ stata accennata nel N.° 12 della Memoria Sopra la deter-
minazione delle radici nelle Equazioni numeriche di qualun-
que grado, che & stata da me presentata nel 1803 alla Socie-
ti [taliana delle Scienze, e dalla Societ: medesima pubbli-
cata mel 1804; operazione, per mezzo della guale una data
Equazione numerica

(XX1IV) Az™ 4 Bam—'4-Cz™ ec. +82*+Ta+V=0,
nella ipotesi di & =p ~+ y, ove p esprime un numero razio-
nale qualungue, trasformasi speditamente nella corrisponden-
te Equazione in ¥, che supporrd cominciando a scriverla dall®
ultimo termine, essere la
(XXV) ©-ruy—+ 8> 4 sp° ryb b do. =Byt A" =0.
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Ho dimostrata la veritd di tale operazione tanto nel ci-
tato N.° 1 della citata Memoria, come nei numeri 123, ec.
27 dell’ Appendice alla mia Algebra Elementare; ma sicco-
me cold suppongo noto il calcolo differenziale, e quivi note
le serie algebriche; non sard forse inconveniente, prima di
procedere innanzi, I’ esporre nuovamente simile dimostrazio=
ne, senza supporre le indicate nozioni, ed in un modo per
conseguenza pitt elementare .

6. Suppongasi
Ap +B=PF,, Ap*+Bp+C=P,, Ap*+-Bp*+Cp+D=P,,
ec., € in generale Ap®—+ Bp~' + Gp"— + ec. +Hp" ™+ ce.
+Lp+~Mp+N=P..

Moltiplichiamo nella P, ciascun termine successivamente
per Pesponente di p, si diminuisca P esponcnte stesso di un’
unitd , e i successivi risultati, che ne derivano, s’ indichino
con la stessa P,, a cui vengano successivamente sovrapposti
uno, due, tre, ec. apici, cosicché si abbia
AP 4 (n—1) Bp*—2 +(n—a) Cp*=* + ec.~(n—h) Hpr—"—

+alp+M="P,

n{n—1)Ap— - (n=—1) (n—2)Bp*—* 4 (n-—a)(n—3})
Cpi—4 4 ec. + (n—h) (n—h—1) Hp'—— 4-ec. + aL =P,
n(n—1)(n—a) Ap"?+(n—1) (n—2) (n—3)Bpi—*
+(r—2)(r—3)(n—4) Cp"—5 4 ec. 4+~ (n—h) (n—h—1)
(n—h—a) Hp™*=3 4 ec. = P"s , ec,

® in generale

(XXV) n(n—1)(n—2) (8=3)...(n—r=1) Ap"—" 4~ (n—1)
(a—2)(n—38)...(n—r)Bp*~—'4-(n—a){n—3){(n—4)...
(n—r—1)Cpi——4-ec.~(n—h) (n—h—1)(n—h—3z)...
(r—Fh—r—1) Hp"—*—" 4 ec.=P(), .

In conseguenza di queste supposizioni ayremo evidente-
mente
P,=A4, P =0
P.=2Ap<+B, P, =34, P =0
PL=3Ap*+2Bp+C, P =2 .3Ap+2B,P",=2.3A,P", =0,
ec.
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avremo POL=n{n—1)(n—2)(r—3)...2. 1A, PO+, =0,
e [atta n=m, avremo
P.=Ap" +Bp"— - Cp™ 2 4-ec. +8p* +Tp+V,

Pl=mApm—" 4 (m—1)Bpr—2+(m—2)Cp—i+ec.+4-28p+T,
P'J,zm(m-x).&p”' et (1121 ) (m=2) Bp™— - (m=2)(m—=3) Cp™—i+ ve. 28,
P =m{m=1)(m-2)Ap™34(m-1)(m-2)(m=3)Bp™+-{m-2)(m-3){m-4)Cp™—>+ec.
ec,

7. Qualunque siansi i due nuweri interi, e positivi 7z,

7, purché abbiasi r>0, e non > n, dovri sempre essere

(XXVI) PO, = P, 4 pP0),_, .
Posto nella (XXVI) n— 1 invece di n, ayremo

(n~1)(r~2) (n-3) (n-4) ... (a-r) Ap*~ "' (r-2) (n-3) (1-4) - .. (a-r-1) Bp"—"—*
(n—3) (n—4) (n—5) . . . (n—r—2) Cp"—"—3 4~ ec. +
(n—hi—1) (n—h—2) (n—h—3) ... (p—h—r) Hp*~'—— - ec. =P0)i, ,
€ posto »— 1 invece di n, ed r—1 invece di 7 risulterd
(n=t)(n-2) (n-3) (n-4) . . . (n—r+1) Ap"=" + (n-2) (n-3) (n-4) . ... (1e=r) Bp'—"=" +
(r—=3)(n—4)(r—=5)...(n—r—1)Cp"——+ec.+
(r—h—1) (n—h—2) (n—7—3) .. (n—hi—r=t-1) Hp"—*—"-eC. =PU—7), _
Prendansi i termini generali
(r—=t—1)(n=h—2)(n—h—3)...(n—h—r)Hp"—'—,
(n—h—1)(n—h—2)(n—h—3).. (n-—.’iv—f—’-l)Hp"‘“"

di questi due risultati P),—,, P0—",.,, e moltiplicato il pri-
mo di essi per p, ed il secondo per 7, si sommino insieme;
ottenendosi da cio
(—h—i1)(n—h—a)(n—h=3)...(n—h—r)Hp——"+
(r=h—1)(n—h—2)(n—h=3)...(n—hi—r+1 ) Hp——"=
(n—h—1)(n—h—s)(n—h=3)...(R—h—r+1 ) n—h—rtr) Hpr—— =
(u—b)(n—h—lHn—k—z)(u-—h_sj...(wr.—ln—r—o—: ) HpE A
sl avrd I'Equazione identica  *
(XXVI) (2—h) (n—fomt ) (5 him2 ) (i3 ... (et ) Hpr—imr
7(n—h—1) (n—li—s) (n—fm3) . .. (R bimerie1 ) Hp"==r +-
pla—k— J(p—h—2) (n—k—3)...(n—h—r)Hp"—"—=".
Ora il primo membro di questa Equazmne non & che il
termine generale della quantita PO, il primo termine del
suo secondo membro nou & cho il termine generale della

Der Sie. Paoro Rurrmr.




364 Meropo b EsTrARRE LE RADICH NUMERICHE

Pi=4),_, moltiplicato per 7, ed il termine secondo dello stes.
so membro secondo non & che il termine generale della PO
moltiplicato per p. Dunque, poiché col fare successivamen-
te h=0, 1,9, 3,4, ec., dal primo membro della (XXVIII)
si ottengono tatti i successivi termini della PC),, e dai due
termini del membro secondo si ottengono tutti i successiyi
termini delle PC—,_, , P0), moltiplicati i primi per r, ed i
secondi per p; ne segue, che, essendo I'Equazione (XXVIII)
identica, e perd vera per tutti gli esposti valori di %, tutti
i termini della P(}, ugnaglieranno le somme dei rispettivi ter-
mini delle rPC—"_,, pPC),_,,; e perd si verificherd PEqua-
zione (XXVII).

8. Supponghiamo
Pi=an , Pla=af,, P"y=0.3y,, P=2.3 .40
2.3 .4 .58, ec. Ponendo quivi'n— 1 invece di n, ot-
mo

P Bl P e By, P L 3 45,
Py ==/ TR AN Sel e

In consegnenza delle supposizioni ora fatte, e delle Equa-
zioni truovate nel N.* 6, agevolmente vedremo, che col fa-
Te n successivamente =1, 2, 3; 4, 5;ec.; risulta A=ua;
=g =y, == =ec.

Inoltre per le proprietd gid note dei coefficienti ‘della
Equazione (XXV) considerata come trasformata della (XXIV)
sotto I'ipotesi di z=p—+y (N."5), e per le Equazioni del
citato N.* 6 avendosi
b g e e t'_‘-.P"mg .r*?"m, r=P", g=P"u, oc.;
53 554 2345

ne verrd
O=Po, U0y =By S=fns 1 =0y g=tu, ec.

9. Si collochi nella Equazione generale (XXVII) un api-
ce in luogo di r: risultando da cio P.=pP._ -+ P._, ., per
le supposizioni del numero precedente si avrd

Oy = pict,_, ~+ 3
Sostituiti nella medesima (K‘(VII} due apici invece di
r, ot-

R —
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r, ottiensi P =pP',_, +=aP\._,. Dunque per le citate sup-
pnsa‘zioni del numero precedente sard
= Pla—t = On—i -
Pongansi nella solita ( XXVIL) tre apici in luogo di 73

e+ 3Py, risulterd
¥ = PYn—r + Bo—z
Nella stessa maniera proseguendo a sostitnire quatiro,
cinque , ec. apici invece di r; poiché ricavasi in corrispon-
denza P = pP s + 4B umis P% = pPhms + SP%u—1, €C.s
ne verrd

avendosi quindi P

Fy = PO = Famer
£y = Pln—r + Fnmi
ec.

Supponghiamo successivamente nelle Equazioni ora tiuo-
vate n =2, 3, 4, 5, 6, ec.; avremo quindi, e pel nume-
10 precedente
0, =pA+P, s0y=po+P, 0, =po,+Py 0, =pa, P, ag=pos+Py, ec.
A+a, , B =pByroy s B;=p8 0, B=pBi+as, €C.
¥ =PA+B 7=y B Yo =Py s s €0
O =pAcy,, 0=pdi+ys , ec.

e, =pA+0,, ec.
ec.

1o. Per eseguire il metodo di trasformazione indicato nel
N." 5 sappiamo dalla sovraindicata Memoria (N.” 5), e dalla
Appendice alla mia algebra doversi scrivere , siccome in (XXIX)
prima in una linea orizzontale i coefficienti A, B,C, ec. V della
equazione data (XXIV), e sopra, o alla sinistra di questi, divi-
so con una stanghetta verticale, il numero p. Quindi si for-
mano successivamente sotto della prima tante altre linee oriz-
zontali seconda, terza, quarta, ec., e sappiamo formarsi que-
ste col porre da prima, nel modo, che apparisce in (XXIX),
in ciascuna di esse il primo coefliciente A, poscia col mol-
tiplicare esso A, e cosi tutti gli altri termini successivi, che
van risultando, per p, e col sommare ciascheduno dei pro-
dotti, che ne nascono, col termine immediatamente sovrap-
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posto,, cosi proseguendo fino alla colonna verticale m-+2 esima.
Se nella (XXIV) mancassero dei termini, in luogo de’foro
coefficienti. sappiamo finalmente, che bisognerchbe scrivere
tanti zeri.

Operando nella maniera ora accennata, & facile a veder-
si dal N.°6, e dalle formole determinate nel numero prece-
dente, che i termini, i quali in (XXIX) costitniscono Ia fi-
la scconda, altro infine non sono, che gli A, Py, P, Ps, Py,
ec., che i termini della fila terza non sono, che gli A, a.,,
3y G4y €.y che quelli della quarta sono gli A, s, B ec;
che sono A, 94, ec. i termini della quinta; e cosi di segui-
to. Dunque | do queéste of ioni fino alla colonna
verticale m -1 esima, otterremo nella successiva m -2 esima
i termini Pry s By ¥ns O s £ny G- A3 ma questi per quan-
to st & detto sul fine del M." 8, costituiscono 1 valori de’
coefficienti v, u, £, ¢, 7, ec. A della Equazione trasforma-
ta (XXV). Dunque, sostituiti in loro vece, verrd cosi essa
trasformata a determinarsi. Ed ecco per simile gnisa dimo-
strato, indipendentemente dalla cogniziong attuale del calco-
Jo differenziale e delle serie il sovraesposto metodo di tras-
formazione
{XXIX) plaA, B,C,D,E,F,G,ec. V

A, Py, Poy Py, Py, Py ech Busy| Py
A, Oy @35 G, G5y €04 Gy Oy
A, fs; By s i Bu—iy B
AL s s, €0 Py P
A 85, B By B
A 4= meladndy by

ec.

A
Se I Equazione data sia per esempio A Jo o — 427 — 102%
402 4 10=0, & SUpposto & =y=-2, se-ne voglia la trasfor-
mata ; operando qui sotto, come & stato insegnato, trovere-
mo speditamente essere questa la.
5 e 1074 4= 36y = 4y — 7y —20=0
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al 1 o0,—4,—12, 95 a0

Iy ioiay 03— 12 ;= 15, — 20

o4 8, 4— 7

1, 6, 20, 44

Ly 8, 36
34| o
1y

| 11. Osservando i numeri ottenuti in (XXIX), vedesi,
che mentre quelli dell’ ultima colonna sono i valori dei coef-

‘ ficienti della Equazione trasformata (XXV); i numeri della
colonna penultima, ciot i numeri P, i » Su—r » €c. al-
tro non sono, che i coefficienti della trasformata, che, col
porre @ = p -y, ottienesi dalla Az™—' - Bx™—> - Ca™ > +ec.
+8r—+T=o¢. Cosi i numeri della colonna antepenultima co-

! stituiscono- i coefficienti della trasformata, che sotto la stes-
sa supposizione di @ =p—+ y, ricavasi dalla Az™"—2 4 Bam—
—+ Ca™% ec. +-8 =0, ¢ cosi di seguito.

Inoltre i numeri 4, P, Pi, Pz, ec. della seconda linea
orizzontale altro non sono, se non che i valori, i quali per
la solita ipotesi di & =p + y acquistano rispettivamente le
quantiti A, Ax+ B, Ax®+ Bz 4G, Av®*+Be*+ Cr+D, ec.:
i numeri A, & . o, @, cc. della fila terza altro non sono,
che le prime derivate dalle P, , P, , Ps . P; . ec., consideran-
do la p come variabile; i numeri A, 85, §;, ec. della fila
quarta altro non sono, che le derivate seconde delle P.,
P3, Py, ec. divise per 2; gli altri A, y; ec. della riga quin-
ta costituiscono le derivate terze delle stesse Ps, Py ec. di~

vise per a.3: e cosi in progresso .

Finalmente i numeri delle linee, che scorrono abbliqua-
mente dall’alto al basso, e da sinistra a destra costituiscono
tante serie di numeri a differenze costanti. Cosi i numeri A,
A, A, ec. della prima delle linee ora accennate sono tutti
uguali fra loro; gli altri, B, Py, ot 5 B3 5 74 » €c. della linea
seconda formano una serie, in cui la differenza prima & co-
stante’, ed & questa =Ap; i numeri G, Pa, 0z, B 5§55 €C.
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costituiscono una serie, nella quale la differenza seconda &
costante, ed = Ap”; una serie, in eui la di nza terza &
costante, ed = Ap? viene formata dai numeri D, Py, o5
8-, ec. della fila quarta; e cosi di seguito .

1a. Acciocehé il metodo sovraesposto di trasformare la
Equazione (XXIV) nella (XXV) sia vantaggioso, e di abbre-
viamento ; esigesi evidentemente, che la (XXIV) sia un’ Equa-
zione numerica , ove i coefficienti A, B, C, ec. siano tanti
numeri interi, e si esige, che sia intero anche il numero p
nella & =p+y. Che se i coefficienti della {XXIV) fossero
o tutti, o in parte rotti; converrebbe prima ridurli allo stes-
so denominatore, operare in seguito giusta il N.° o con i
soli numenratori, e in fine dividere il tutto pel denominator
comune, mentre se ne voglia, o se ne debba tener conto.

Che se sia fratto il numero p: allora supposto p'=—% , con-
verrd in primo luogo scrivere in una linea orizzontale, sic-
come in (XXX), le successive potenze r, ko k2, k3, ec. A7,
e sotto di esse rispettivamente in una seconda linea serivere
i coefficienti A, B, G, D; ec. V3 moltiplicati quindi questi
con quelle, e ottenuti i prodotti A, Bk, GF2, Di3, ec. VA™,
converrh con essi, ¢ col solo numeratore eseguire I indi-
cata operazione del citato N 103 e finalmente moltiplicare
Pultimo termine della fila, che nella operazione risulta pri-

ma per ——, moltiplicare il termine ultimo della fila seconda
per o= P

per —=, U'nltimo della fila terza per == 1’ ultimo della

-

3 .
mi , & cosl in progresso: Ja somma di tut-

fila quarta per -
ti questi prodotti costituird la trasformata richiesta .
(XXX) 140 ks B2y APy ec. K, A
A e e
A, Bk, Gk, DE%, ec. Ta™—5 VA"
Sia per esempio 24-+§2° —Ja*4s—{=0 I’ Equazione

i oy
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data, e vogliasi # =y — 3. Togliendo i rotti comincio dal
ridurre essa Equazione alla 624 + 102 — 2122 +adr — 16 =03
quindi operando qui sotto col metodo del N 10 ottengo la
trasformata 6y4 — Gay® 4 213y — 2afy —G1=0, ossia divi-'
- . 6a 213 228 6
dendo pel denominatore 6, y4 —Zy* - —— y*——=y—7
—3]| 6, 10, —a1, 24,— 16
6,— 8, 3,0 a8, — 61
6, —26, 81, —28
6, — 44, 213
6, — 62
6
Essendo ¥ —axb+ 1023 — 15=0 I’ Equazioue data, vo-
gliasi in secondo luogo la trasformata, che ottienesi dal por-
e &=y -3. Opero qui sotto, come & stato poc’anzi ac-
6 78
cennato, e la trasformata sard y%-- -% yh— = ¥ iﬁ-:‘- ¥
338 10005
2567 doad
s A S16:00 4164, 0 ahh 1024
X5 =2 0y 10, 0% 1T

31, =8, ¢, 64o, o, — 15360
1, —58, —i3, 595, 1785 , — 10005

2

i

-

1, —a, —ai1, 532, 3381
Ty 1, —18, 478

CHR

Is 7

o5
Per riconoscere il perché il metodo ora esposto sommi-
nistri nella ipotesi di z =y +—: la trasformata richiesta; si
osservi, che posto x =y - p, i coefficienti della (XXV)
(N 5) sono
0= Ap" 4 Bp—' - Cp"—> - ec. + Rp* +8p* +Tp+V,
u=mAp™ = +(m— 1) Bp"—>+ (m—2) Cp"—44 ec. +3Rp+ 2Sp+T,
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_mlm=s) o (melmea) o oy (m=a) (=)
t=m e Apm—iy Bpi—i4 - Cp—4 +ec.

+3Rp+S.

_m(m=1)(m=2) \ 3 (m=1)(m—2)(m=3) {m=2)(m-3) (m-4)
e 3 Apn—i+ a 3 Bpr—i+ e g

Cpi— +ec.+ R,
ec. ec.

3 R A i
Dunque collocata la frazione = invece di p, e ridotti in

ciascuna fila tutti i termini allo stesso denominatore, poiché
si ottiene

(XXXI) p=— ( A" + BRET™" + CRoA"= + ec. RAP=1 -+

Skm—sit o Tty e VAR ),
u= T:——‘ [mARN— 4 (mt—1) BAA™—2 = (m—2) Ck2AP—8 + ec..
-+ 3RAP—72 4 aSE"—2A + Tk~ ]

x (mrm—x)_m,n_,_._(.wurm—m) BRAn—3 o =2nd)
) S a

==

QAR o e, = SRR+ 5= ),

() ) (m=3) o 4
) T

n—3
3

Ei—= k==Y

r ( mlm—)(m—g) 5
P
f—-———-———m_njjm_aj;m_ﬂ CA*lm =S5 + ec. + Ri"=2 )

€c. ec.

saranno questi ultimi risultati (XXXI) i coefficienti della tra-
sformata nella supposizione di x =y -+ % + Ma se poste le
quantity A, Bk, Gk, ec. REm—3, Sgm—=, T, Vi™, con
queste, & col numero / si eseguiscono le operazioni del N.°
10, ottengonsi appunto le quantitd, che nei risultati (XXXI)
esistono tra le parentesi. Dunque moltiplicando la prima di

queste quantitd , come si ¢ proposto di sopra, per '.t_:" , la




|
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¥ T ' . .
segonda per T la terza per k:__’ » & cosi di seguito, e

sommando tutto insieme, dagli stessi risultati (XXXI) & chia-
ro, che verrd la trasformata, che si domandava.
13. Suppongasi A=1, B=m,c=w, D:m(":l;)("::)

=1)sm
mfmm D

BrabI= Ts V= T8

Sostituendo questi valori nei risultati (XXXI); le quantita ,
che in essi esistono tra parentesi, divengono evidentemente

m(

( W k= - "’—-r”;_')biu"—’ e )("’ﬂ_") KER"= o ecy -

PO sl e o L): (R=h)r,

m (k‘”-‘ (1) e 4 :""F’) kA= 4 (WIL{W'“;('"‘S) X

)

(1) (=)

Ehe—t - ec. 4= RrIR e (i) Bl 4

=m(k-+h)"—,

"";5( B2 e (o= 2) Bl w k2= 4= ec.

+(m—a )kl kr— ) = ”‘t_”‘ﬂ.—_" (R Ty,

e m=—2)

3

(ﬁ"'-’ + (=3 ) khyr—i —o-‘:‘-—"‘_a): ) pan— 4 ec,

- (m—3) i iH.L-w—z) o [ B
£ 3

ec.
Dunque se tra la serie

(e - —

(XXXI) 1, i, 20 e, RSO g3 g BOE0) sy
mAr=t, %", ed il numero J st praticher la solita operazio-
ne del N.° 10, i risultati, che quindi si ottengono nell’ul-

tima colonna a destra, ciod corrispondenti in (XXIX) ai P,
my Bus Fms €. ( N.° 10 ), saranno pel numero precedente
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it ey, PAEE o e OB o = e

mim=n) ok Ry, m(k-k), I, Ossia scrivendoli al rovescio
2

saranno

(XXXIH) 1,m{k+F) ST (B ) ec. W_:[L‘“:‘;“’[k_,.;,),_.“
'1(3;:)(11:+h)'““’, m (kb )=, (k).

14. Suppongasi

12 k=0, h=a; le quantitd (XXXII) diverranno pes-
oib
(XXXIV) 1,40, 9570, ®e. 0,00, 0,

e le (XXXIII) diverranno

(XXXV) 1, ma, il s

m {m==1) (m=—3) m{m—1)
o, DARCD IS g T
a 28 TR BT N

@, ma™ " s ",
2° 8i faccia k=108, k=>b; ayremo quindi dalle (XXXII)

m{m—r)

(XXXVI) 1, mX 102, ———— 10%a®, ec.

m{m—i
e S
.

T ot T X A,
e dalle (XXXIII) avremo
(XXXVI) 1, m( 10a+b),

e (1) i fm—) (=2,
= 2

(roa-+b)*, ec.

(10a+&)""2, ’1‘-(3:—” (roa-+b)m=2, m{10a-+-b)"—", (roa-+E)" .

3.° Pongasi k=(10%a-+10b); h=c; per questa suppo-
sizione le (XXXII) si cangeranno nelle

(XXXVII) 1, m(10% + 100),

ﬂﬂ:—')( 10°% + 10b ) , ec.

"—I(L‘_E([u’lz-}-lob)”"”, m(10%a+ 10b)—", (10*%a—+ 10b)",
e le (XXXIII) nelle
(XXXIX) 1, m(10%~+ 10b-¢),

m(m:”(lo’a—o- 10h - c), €6
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(1) (m—2)
— e

(16%a =+ rob e, BB 1 oay 10b 4= ¢ )",
7

m(10°a~+ 10b+c)"", (1c*a+rob+c)" .
4.° Ponendo k =(10% + 10*% + 10¢), &k =d; le solite
quantita (XXXII) diventeranno

m;

(XL) 1, m(16%~+ 10%b+roc), m*:‘)( 10%a-+10%+100)%, ec.

ﬂ"{-‘_J)"""T_A?(lo‘t‘aﬁ-l—m’t';+c)"'-3+ &:')( 10%a+10*b-+100)"2,
m(10% -+ 10% —+ 10c)"=", (16%2 + 1% 4+ 10c)" ; e le (XX XIII)
diverranno

(XLI) :,m(noga-—xo’bﬂcc-‘-d),ﬂl”;—)(m’a«-m‘b-—moﬂl)‘,ec.

i (m—1)(m=3)
i 7
(16%a+10%h+10c+d )=, m(16% + 10% + 100 + d )",
(10% + 10% + 10c ) .

Cosi di seguito.

Dunque sotto le supposizioni de’precedenti 1.5, 2., 3., ec.
dalle ( XXXII) deducendosi rispettivamente le ( XXXIV ),
(XXXVI), (XXXVIIIT), ec., e dalle (XXXIII) le (XXXV),
(XXXVII), (XXXIX), ec.; ne segue, che eseguendo con le
quantity (XXXIV), (XXXVI), (XXXVIII), ec., e rispettiva-
mente i numeri 2, b, ¢, ec. la operazione del N.° 103 i ri-
sultati, che quindi verranno nelle ultime colonne verticali ,
saranno pel N.° 13 in corrispondenza lo quantiti (XXXV),
(XXXVII), (XXXIX) ec.

15. Vogliasi in generale il metodo di estrarre le radici
numeriche , che nei ( numeri 1, a, 3 ) & stato esposto in par-
ticolare .

Sia P il numero intero dato, e se me voglia la radice
mesima .

Diviso percid esso P, partendo dalla destra di m in m
cifre, ¢ formati i tanti wembri, che supporsd essere di
numero n, e denominexd G, H, I, K, L, ec.; cosicchs si abbia

Tomo XVI. Ddd

w (m—1)
( 16°2 + 10°b + 106 + 4 )"“‘,’(miﬂ
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(XLIT) P=10/1" Gote1 034 Hat £ ol [ 1 00 Kt s 043 Li-ec.
comincio col mezzo della tavola delle potenze, o del meto-
do, che esporrd in seguito, dal determinave la massima po-
tenza mesima esatta, che si contiens in G, potenza, la cui
radice. mesima sappiamo gid essere sempre >0, € <10;
chiamata essa &, formo con m—1 zeri la serie

(XLIIL) 1, ©; 0, 0, ec. G, 0; Gy

e con questa, ed il numero a esegnisco I"operazione del
N.” 10, avvertendo giusta la regola stabilita nei numeri 1,
2, 3, di sottrarre dal sovrapposto G il termine, che nella
prima linea orizzontale ottienesi dal penultimo, woltiplican-
dolo per @. Poiché la serie (XLIIL) altro non &, che Ia
( XXXIV), cangiato in questa I’ultimo zero in G; dal nu-
mero precedente apparisce, che I"indicata operazione produr-
i nell’ultima colonna verticale in corrispondenza alla [ncce—

dente (XXXV) la serie
(XLIV) 1, ma, ™20 g2, ec, 2

Rapicr NUMERICHE .

M m=a) g milm—r) .
& e TR

ma"—', G—a”,
Moltiplico ora in questa (XLIV) il secondo termine per
10, il terzo per 10®, il quarto per 10®, ossia pongo 10z,
invece di 2, e cambiato I’ultimo termine G —a* nell*altro
10"(G —a”), aggiungo ad esso il secondo membro H del
dato numere (XLII); avuta cosi la serie
(XLV) 1, mX 10a, 5("‘,;}} 10%a*, ec. '"-‘fﬂl’.(i;—") ron=ign-t,

:1) 10" | X or—tar =1, 107 (G— o)+ H,

divide I’ ultimo termine 10 ( G — a™ ) + H pel penultimo
m¥ 10"—'g"—*, e seguendo il metodo accennato nei numeri
1, 2, 3 determino un numero &, il quale sia nguale, o pros-
107 (G =a”)+H
TmX toram
to Poperazione del N.° 10 praticata tra esso &, e la serie
(XLYV), somministri non > 10" (G—a" )~ H il prodotto, che

simamente minore del quoto , ¢ tale, che sot-

=
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ottienesi moltiplicando per & il termine penultimo della pri-
ma linea: orizzontale,, che risulta, dalPaccennata operazione
del N.10. Gio fatto compisco attnalmente I’indicata opera-
zione del N 1o, con I'ayvertenza, come precedentemente,
di sottrarre dal sovrapposto 1™ (G —a )-+H Iaccennato pro-
dotto risultante dalla moltiplicazione per & dell’esposto pe-
nultimo termine; ed essendo la serie (XLV) la stessa, che
la (XXXVI) cambiato semplicemente il termine 10" a” nell’
altro 10" (G—a")-+Hj vedesi che I’ operazione accennata ci -
dard nell’ ultima colonna la serie

(XLVI) 1, m(10a+&), L:"‘( 1oa-+b), ec‘m—("—?g(loa+b)""’,

m(10a-4+b)"—", 10*G-+H—(r0a+b)",
la quale moltiplicato il secondo termine per ro, il terzo per
10%, il quarto, per 10, ossia posto 1oa, 100 invece della
quantitd @, &, e aggiunto il terzo membro I del dato numero
(XLII) all’ultimo termine cambiato nel 16*[1*G+H—(1o0a+4)"]
diverrd
(XLVID) 1,( lo‘a-i-wb),m(“:x)

m(10'a+10b )", 16" [ 16" G +H—(10a+5)"]+1.
Mediante ora la divisione dell’ultimo termine ro” [ 10” G+H—
(roa—+&)"]+1 pel penultime
m(10°%a 10k )"~ truovo, come di sopra un quoto ¢ oppor-
tuno, e con questo, e con la precedente serie (XLVII) ese-
guisco la solita operazione del N.° 10, osservando sempre di
sottrarve dall®ultimo termine 107 [16™G-=H— (10a-+0)"]+1
quello che nasce dalla moltiplicazione per ¢ del termine pe-
nultimo della prima linea orizzontale. Dal paragone delle
(XXXVIT), (XLVII) vedesi pel numero precedente, che
dall’esposta operazione , nell’ultima colonna verticale si ot-
terrd la serie

(ro*a+108) ec. ﬂ:}(;o%—kb)"",

(XLVI) 1, m( 102+ 105-+¢), &:”( 10°%+4-10b+c)?; ec.

m(m—r)
'%‘( 1%+ 10h+c )=, m(10°a-+10b-4c )",
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102" G = 10" H - L= (1032 + 1050}

Proseguendo I operazione moltiplico, come di sopra ri
spettivamente per 107, 10%, 10%, ec. i successivi termini se-
condo , terzo, quarto, ec. 3 aggiungo al termine ultimo dive-
nuto 10" [ 162 G107 H 4TI —( 10%a -+ 1oh )] il quarto
membro K quindi con la divisione di esso pel peniltimo
m( 163+ 10*4=10¢)"—! determino nella sovi esposta mani
ra, e con le sovraesposte condizioni un numero d opportu-
-mo all’intento; e cid fatto, con questo d, e conl la serie

(XLIX) x,;n(103a+m’b+xns),ﬂ"-;l](w“a+lo‘-'b+mc)“, ec.

ZTODO DI BSTRARRE LE RaDior numERrcas .

—1)
"'(L:'_( 10% —+10%h 1o "=, m( 1634+ 16°64- 10

10" [ 16*G + ro"H -+ I —( 10%a+ 10b+c)™ |+ K
pratico la solita operazione del N 10.

La serie, che quindi risultera nella ultima colonna ver-
cale pel numero. precedente sard la seguente

(L) 1, m{1ca+r102b+106+4d), T%'”(m“u+m’b+mcq—:!)‘,cc.

i m—r)

- (10%a—+10*0+ toc+d)™—2, m(10%4 4+ 10*b+10e4+-d )1,

167 G 103" H + 107 [ 4= K —( 10% = 10c + A )" .

Ottenuta questa), seguiterd innanzi operando sempre nella
maniera medesima; e se il numero (XLII) & una potenza
mesima esatta, vedesi dall’andamento. delle serie (XLIV),
(XLVIL), (XLVIH), (L), ec., che la nesime di esse avra
per ultimo termine il risultato

(LI) 106=1" G ol —2)m H oy 1 oft—8# [~ 1oli—4)n K = 10
Lec.—(10" 10" b4 10" o107 —Hd10"Seec.)" =0,
oche perd essendo 107 g+ 103 1OF o 10 THd+- 10" eec.
la radice richiesta, I operazione sard términata. Ghe se il
numero (XLIT} non & potenza imesima esatta, alloea. il risul«
tato (LI) non sard =03 ke volendo proseguire I*operazione
onde accostarsi al vero valore di |2/ P; nello stesso modo ,

come si sono precedentemente aggiunti i membri H, I, K, ec.




Der Sic. Paoro Rurrmr. 397

converrd per la determinazione di ciasouna cifra decimale ag-
giungere all’ ultimo termine m zeri. iy

La semplice precedente esposizione del ‘nostro metodo
di estrarre le radici numeriche considerato in generale & suf-
ficiente a dimostrarne la giustezza ¢ la veriti. Difatti i suc-
cessivi numeri @, &, ¢, ec. componenti la radice richiesta
vengono ivi infine a determinarsi nella maniera medesima,
con cui essi si ‘determinano col metodo di estrazione ordina-
tiog e gli ultimi termini delle serie (XLIV), (XLVI), (XLVII),
(L), ec. altro evidentemente uon sono, che i residui, i qua-
1i col metodo ordinario vanno sucecessivamente ottenendosi.
In comseguenza poi di cid ciascuno dei numeri interi @y &y
¢, ec. dovid essere non < 0, € < 10.

SEZIONE IL
Dimostrazione di Metodo di abbreviamento .

16. Per conoscere la ragione del metodo di abbreviamen-
o, che & stato esposto me’luoghi (IV), (IX), (XIV); si os-
servi, che le cifre ivi trascurate influiscono solamente nel
valore delle cifre a destra del risultato, che preso esatto de-
ve poscia sottraersi dal nwm.® 1188717 in (I1I), dal 1305906371
in (VILL), dall’8coc in (XIII), e in generale dal :o™ (G—a")
+H in (XLV); ma il numero, che si cerca ne’ citati luoghi,
e che in generale abbiam denominato & in (XLV), e chein
(1) si & il 7, in (VIII) lo 8, ed in (XII) il 2, deve ugua-
107(G—a)-+H
ot an—t?
ed essere tale, che sotto Poperazione del N." 10 eseguita
tra b, e laserie (XLV) somministri nella moltiplicazione per
& del penultimo termine della prima riga orizzontale un pro-
dotto non > 10" (G —a")+H. Dunque. per riconoscere, se
si soddisfaceia a queste condizioni, bastando in generale la
cousiderazione delle prime cifre a sinistra; ne segue, che per

gliare, od essere prossimamente minore del quoto




398 MeTopo DI ESTRARRE LE RADICK NUMERIGHE .

I’indicata determinazione del numero &, si potranno in ge-
nerale trascurare, come si & fatto ne’ citati luoghi (LII), (IX),
(XIV) le cifre a destra, e piit brevemente si otterra cosi il
numero & domandato .

Affine poi di riconoscere qual’ sia la ragione del metodo
di abbreviamento del N.* 4, ¢ quando esso abbia luogo, con-
verrd eseguire le seguuun riflessioni .

17. Supposto in generale m(m"a-.-m"’“b«-m‘*—"‘c-w- ec.+f)
il polinomio, che elevato alle successive potenze o, 1%, 2%,
3%, ec. m— 1%, e moltiplicato rispettivamente pei coefficien-

n=1) | oo, m forma ln Aesima delle

ti Newtoniani 1, m,

precedenti serie (XLV), (XLVII), (XLIX), ec.; il polino~
mio, che costitnisce la successiva serie k-1 esima sard
10/ 1%+ a 4 16% 4= 10" —"c +-ec. -~ 10f+g) ( N.° 15), e chia-
mato quello per brevitd 10A , sard questo.= 10 (10A +g).
Supposto inoltre, che L, M esprimano i coefficienti Newto-
niani de’due termini sncoessivi £ esimo, &+ 1 esimo delle espo-
ste serie; tali termini nella serie Zesima saranno 1of—! LA*—T,
10:MAF, & nella sexie k-1 esima, saranno 16— "L(10A—+g)i—,
10*M (10A +g)k.

18, Cid posto , si sottragga la precedente quantitd
1o*— LA dall’altra 10*MA*. Per la natura de’coefficienti
mW:d'l 1

(m—k—+1)10A —E].

della formola Newtoniana essendo M = ne verrd

10*MA* — 10t LA =

Ora essendo A un numero non < t, & facile a vedersi, che
qualunque valore si attribnisca ad m, ogni quaivalta si fac-

3ok—1 LAk—1
=l

cia & non > =, quando m & pari, e non >"2 quando m

& dispari, sempre risulta (m—%&-=1)X IoA—k}c. Dungue
selle nostre serie (XLV), (XLVII), ec. i termini comincian-
do dal primo fine inclusivamente al termine di mezzo, quan-
do m & parie ai due di mezzo, quando m & dispari, sempre
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anderanno successivamente crescendo di yalore, qualunque sia
e
a

m. Ma ogni qualvolta pongasi k>-;5, oppure > 5 secon-

doché m & pari o dispari; potendo risultare (m=—A-+1) 10A—f<o,
e quindi la differenza de’termini corrispondenti essere negati-
va; ne segue, che oltrepassato il termine, o i due termini di
mezzo, potrd benissimo accadere, che gli altri successivi vadano
decrescendo di valore. Ora affine di determinare quando questo
caso abbia luogo, pongo, che m, e & siano realmente tali, che

Sk o A
visulti (m—4 +1) reA—k <o; avremo da cio k>% 4
e perd k>m-+1— :::: ; ma considerando 1’andamento

dei termini delle nostre serie fino al penultimo, vedesi non
ekl
poter essere & > m —1, e quindi dover essere £<<m. Dun-

: A = £ M1

que in conseguenza di questi due rapporti k>m—+1———,
s +

k< m, dovendo risultare ———— — 1> 1, ne segue, che,

10A4-1
affinché abbia luogo I’indicato decremento di valori nei ter-
mini delle nostre serie, dovrd essere m>20A+1.

19. Col supporre nella espressione A =(10%2~4 105~
10'—2¢ +ec.) (N 17) k=0, a=1, b=0, c¢=0, ec., si
riduca A =1, e si faccia m =211, essendo » un intero

nEr k<m dive-

>o: i precedenti rapporti £>m—+1——7r—,

nendo percid %> 20 +n— E-, k<21+n, pongasi k=21+n—p;

avendosi da cid a1 +n—p>20+n—%, ne varrép(l-o—-:—x.

e per conseguenza nella serie, ove A =1, ed m=21+n,
saranno decrescenti quei termini, ne’ quali in k=21+4+n—p
il numero p ha dei valori interi compresi tra i valori zero,

ed r 2,
T
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1° 8ia < 12. In questa supposizione non potendo p
acquistare,, che il valore 1; ne segue, che ogniqualvolta il
numero m esprimente il grado della radice da estraersi sia
uno dei seguenti 22, a3, ec. 32, e sia frattanto A =1, si
avrd decremento solamente , mentre si passa dal termine
m—2 esimo allo m— 1 esimo, cioé dall’ antepenultimo al pe-
nultimo .

a2.” Pongasi n>>11, e perd = 11+ 7': risultando da que-

sta ipotesi m=32-n', k=32+n'—p,p<2+" vedesi ,

che, mentre sia #'<12, non potri p dequistare, che i va-
lori 1, a2, € per couseguenza nella solita ipotesi di A=1,
e nell’altra di m nguale ad uno dei numeri 33, 34, ec. 43,
la diminuzione di valore accaderd soltanto nei successivi ter-
mini m — 3 esimo, m — 2 esimo, m— 1 esimo; ossia mentre
dal termine precedente all’antepenultimo si passa a l’ame-
penultimo, e da guesto al penultimo.

3.° Abbiasi n>22, ossia n'>11. Fatto quindi

1r+n",
poiché si ha m=43+n", k=43-+n"—p, p<3+1, e po-

ro nella ipotesi di »' < 12, acquistandosi dalla p solamente
i valori 1, 2, 35 ne segue, che, mentre A=1, ed m ugna-
glia uno dei numeri 44, 45, ec. 54, il decremento di valo-
ye avid luogo nei successivi termini m —4 esimo, m— 3 esimo,
M—2 esimo , m—1 esimo .

4." Sia in generale n=11r--n(), ove r rappresenti un
intero qualunque non <o, ed »() un intero >0, e < 12.
Questa supposizione somministrando m = a1 + 117 +nl),

0
k=21411r+nl—p, ey<x+r+':—l; ne segue, che p

potrd in conseguenza di essa acquistare i valori 1, 2, 3, ec.,
71, e perd che, mentre sia A=1, ed m = ad uno dei
numeri 21— I1r==1, 3l ~=117-42, €¢. 214 [1r=+11, il de-
cremento di valore comincerk dal termine m—(r—2) esimo,
e proseguird successivamente fino allo m—1 esimo inclusive.
20. Ab-
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20. Abbiamo di sopra osservato ( N.? 18 ), che qualun-
que. sia I’esponente m, i termini delle nostre serie vanno
sempre fino inclusi' al termine di mezzo,
quando m & pari, e ai due di mezzo, quando 7 & dispari .
Ora nelle ipotesi precedenti di A=1, e di m=ar~=11r-+nl),
a quanti termini dopo quelli di mezao potrd comineiare il
decremento? cominei dopo x termini: avendosi quindi nel

caso di 7 pari %—.’l.‘:r-h-ﬁ (4.° N.° prec. ), e nel caso di
s ome ; € iliners
spari — — x = 2, sard nel primo di questi casi

m disp: = =12, P! di ques 5

i
, e nel do w =2=2

m=—sr—4 __ 17grenid
3

X
a 2

6 o e el o :
= ¥ . Ora il pin piccolo valore, che possa attribu-

irsi ad 7, si & lo zero, e contemporaneamente all’ ipotesi di
r=o il valore piit piccolo, che possa darsj ad n(), si & r;
oppure 2, secondoché m & pari, o dispari (1.5 4.% N." 19).
Dunque risultando in amendue questi casi # =g, ed essen-
do i termini delle due espressioni '7‘"";""(" ﬂ"‘:—*"‘? tut-
ti positiviy ne segue, che quando A =1 la diminuzione di
valore nelle nostre serie (XLV), (XLVII), ec. non potrd
giammai accadere, che a g termini per lo meno al di li di
quelli di mezzo; e quanto pilt grande sard il valore, che si
attribuisce tanto ad », come ad n(), tanto piu si allontane-
ri dal mezzo il termine, da cui comincin "indicato decre-
mento . A

a1, Sottraggasi dal termine 1c*M ( 10A +g)* I"altro
1ob="L ( 10A = g)— (N.% 17); avremo da cid 10*M(10A+g)*

—i10"='L{10A+g )= M—‘%Aﬁifi[(m-k-‘—l}m[rm&q-g}

=1 =3

—#]. Ma essendo g nen <o, si ha questa quantitd Lw—

[{m— k= 1) 10(10A + g) — k] molto maggiore dell’ altra
Tomo XFI. Eee
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h—1 k—z
£ :A [(m—F-+1)10A—Lk) (N 18). Dunque il ter-

LICHE +

mine 16*M{ 10A —+ g)* supererd di valore il suo precedente
16*='L (10A g }i=, pitt di quello, che il termine 1ctMA*
superi il precedente 1o'~1 At=1: g per conseguenza i ter-
mini ulteriori supereranno iu valore i precedenti , pilt nella
serie (XLVII), che nella (XLV), pit nella (XLIX) che nel-
Ia (XLVIT), € cosi di segnito.

22. Da quanto si & detto nei precedenti ( N. 1¢, ec. ar)
apparisce, che, siccome 1 & il valor minimo, che possa at-
tribuirsi ad A (N.° 19 ), quindi risulta, che

1.° Finatantoche il grado della radice da estraersi non
supera il ventunesimo, i termini delle nostre serie ( XLV}
(XLYII), ec. dal primo fine inclusivamente al penultimo non
potranno essere giammai decrescenti, anzi cresceranno sem-
pre di valore, rimanendo soltanto I”antepenultimo nguale al
penultimo, quando m=ar, ed A=1 (N."19]).

2.” Qualunque sia il grado della radice; il decremento
di valore ne’termini della serie, mentre esista, non potra
mai cominciare, che dal nono al di 1d del termine, o dei
due termini di mezzo ( N.” 20), e da questo fino al penul-
timo inclusivamente proseguira sempre (N.° 19 ).

3.° e I'indicato decremento di valore manchinelle pri-
me delle nostre serie (XLV), {XLVII), ec., molto piu pel
(N.° a1 ) dovra mancare nelle ulteriori: anzi, anche, allor-
quando in quelle esista, dovri pel citato ( N.” a1), progre-
dendosi innanzi, scomparire in queste; onde avanzandosi il
caleolo, quanto conviend, sempre giungeremo a delle serie
crescenti in tutta Ta loro estensione, ciod dal primo fino in-
clusivamente al penultimo termine .

4.° Qualunque sia I"esponente 7z, supponghiamo di es-
sere giunt a deile serie, le quali siano crescenti per tutta
la loro estensione ( precedente 3.° ), e ritenuto, chie 10A =
10( 10—+ 108="h + 10*—2c+ec.+f) (N." 17) sia il polino-
mio, che forma una di esse, supponghiamo, che in questa
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il numero delle ¢ifre, che formano il penultimo termine
1om—* mA®—" superi di un numero Z il numero delle cifre

mim

componenti il termine antepenultimo 1om—2 Am=—a

In questa supposizione un termine qualunque della nostra
serie anteriore all’ antepenultimo, in generale il termine
1o*MAE, in cui sia k<m— 1, sard tale, che il numero del-
le sue cifre superera il numero delle cifre del preceden
1of—!LA*=" per lo meno-di /—r. Difatti avendosi 10"~ mA™
a

toA, "aumento delle cifre, che

m— T

accade nel passare dal termine ro™—*

2ln) gu—s gl termi-
u

ne ro"~'mA"—', doyrd dipendere dal moltiplicar quello per
a

- a
s 10A, @ per conseguenza sard questo =i 10A un nu-
r =ry

mero intero o fratto non < 1o'—'; ma a cagione di £ <<m~—1

s S

10A: dungue essendo ancora

ey
10A > 10", ed essendo 10*MAY = rot—"LA—1 % E# 104

esso termine 16*MA* dovrd contenere sopra I'altro ro*—LAf—"
un numero di cifre certamente non </— 1. Dunque ec. Cid
difatti evidenteniente apparisce negli esempj de’( num.1,3,3).

5.% Moltiplicato il termine 1o*~'LA*=" per un numero
intero minore del 10, e positivo, che dird ¢, si sommi il
prodotto 10*—'LA*—'g col termine susseguente 10*MAF. Sia-
no di numero i¢=2) le cifre esistenti in 10*='LA*—*, di nu-
mero i) le contenute in rc*MA®, si ritenga la supposizione
del ( prec. 4. ) onde si abbia i®) non <i*—N-+I—1, e sia
i>ay0onde it -l — 1> it—10) 41, ed i) non <ilf=") 42,
In queste supposizioni, poiché le cifre esistenti in ro*—*LA'—'g
sono tutt’al pil di numero i*—*-1, ne segue, che, men-
tre in 16*MA* la cifra i) — (3"~ 1 ) esima sia diversa dal g,
le prime i) — (il—) 42 ) cifre della somma 1o*—'LA='g
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=~ 10*MA* saranmo perfettamente le stesse, che le prime
i — (=1 4a) del termine 10*MA*.

Sia ora g la cifra i* —(i*="-4-1) esima del tormine 10*MA*
diversa dal g la i) — (it = 2)esima, e siano di numero
i*= 41 le cifre in 10*="LA*"g. Nell’eseguire I"indicata
somma , potendo risultare un’unitd da portarsi ad unire alla
cifra i) —( it—) 4= 1) esima; essa mel caso diverrebbe 1o.
Dungue , cid accadendo, il lnogo i) —(il*—")~1)esimo del-
la somma 10*—"LA*~"g - 10"MA* verrd occoupato dallo zero,
si accrescerd di 1 la cifra i) —(it—") 42 )esima e rimarran-
no le medesime, che quelle del termine 1o*MA*, le prime
#W—(i¢*=1+3) cifre, Che se sia g anche questa i()—(il=1)+2)
esima cifra, verrd ancora il luogo i) —(ill=") -2 )esimo oc-
cupato dallo zero, e si aumentera di 1 la cifra i) —(i¢—)+3)
esima , restando le stesse, che quelle del termine 1c*MA*,
le prime i) —(i—"4-4), e cosi di segnito. Pertanto se le
prime i) —(ii=1) 1) esime cifre del termine 10*MA* siano
tanti 93 esse nella somma 10*—'LA*~"g -~ 10*MA* potranno
diventare tanti zeri, e cid succedendo, la prima cifra di es-
sa somma sard allora 1. In quest’ultimo caso il numero to-
tale delle cifre in 10*—"LA*—g + 10*MA* sard i) =1, in
tutti gli altri sara i().

6.° 8i moltiplichi la precedente somma ro*—LA''g+
10EMA* di nuovo per ¢, ¢ il risultato si sommi col susse-
guente termine 1o*~'NA™', il numero delle cui cifre sup-
porrd essere espresso dalla lettera i*+1). Poiché il numero
delle cifre in 10*—'LA''g - 10*MA* uguaglia i), oppure
i) 41, essendo in questo secondo caso 1 la prima sua cifra,
zero la seconda (prec. 5.°); il numero delle cifre nel pro-
dotto 10"—"LA*"g>+ 10*MA%s non potrd oltrepassare il nu-
mero {41 : ma pel (prec.4."} si ha il'+) non <il)+l—r1,
,e per L'ipotesi I>2 (prec. 5.°), onde i+ non <if)+a.
Dunque ancora nella somma 10" —LA*~g*-=10"MAtg +10"+1%
NAM+: avendo luogo il discorso del ( prec.5.°) diremo, che
eziandio in essa se la cifra i) — (i) 4= 1 ) esima del termi-
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ne 1ol NAT sia diversa dal 9, le prime sue ilt+1)— (i) 4-2)
cifre saranno affatto le medesime, che le prime =) —(it)4a)
del termine 10 NAM; se la il+)— (i 4-1) esima cifra
di questo termine sia g, essa nell’esposta somma potrd di-
venire zero, aumentandosi allora di 1 la cifra itk — (i) 4= 2)
esima, e rimanendo le medesime le altre i) —(i03); e
onsi in progresso; e se le prime i1 —( i#) 4 1) cifre di
1ok-+INAK+1 siano tanti g, potranno nella somma trovata di-
ventare tanti zeri preceduti tutti dalla cifia 1, Le cifre tut
te dell’indicata somma in quest’ultimo caso saranno, come
sopra, di numero {01, in tatti gli altri casi di nume-
ro ilk+1),

7.° Chiamato ifk+3) il numero delle cifre esistenti nel ter-
mine 10F+2PAF+s susseguente all’altro rok+1NA+T, con di-
scorso affatto simile a quello de’ ( prec. 5.%, 6.° ) troveremo
anche nella somma 10¥=1 LA g4 10*MAFp+ 1ok+INAk+1g
- 10f+2PAR+3 Jo prime itk+2) — (if+) -2 ) sono le stesse,
che le prime ii2)— (i=1 42 di 10k+2PAR+2, quando la ci-
fra i3 —( it+0) 1) esima di questo ultimo termine sia di-
versa dal g3 che ne sono le stesse le prime {+3(it+0+3),
quando sia diversa dal g la cifra i) — (ilk+1) - 2 ) esima, ©
sia g la ifbrs)— (i(b+) 1) esima, potendo questa in tal ca-
so diventare zero, ¢ aumentarsi quindi di 1 Ja cifra i+
= (1) 2) esima, @ cosi di seguito; che esse (k) (k1) 4 1)
cifre possono diventare tanti zeri preceduti da 1, quando le
corrispondenti in 1o#+3PAk+2 sono tanti 9; e che finalmen-
te il numero delle cifre nell esposta somma ne’ primi de’ casi
ora accennati & i3, nell’ ulimo i+ --1.

Cosi in progresso .

8.° Rappresenti il numero g ginsta il (N.° 17) la cifra,
che nel valore di y5/P succede all’ottenuta f; ed eseguita
con esso g, e la precedente serie

(LO) 5, romA, 1002270 42, ee, ron— 20220 e

107—'mA™2 , U, ove denomino U Pultimo termine, Pope-




400 Meropo Di ESTRARRE LE ILADICI NUMERIGHE .
razione de’numeri 10, 15, si denominino
(LIIT) 1, B, C,ec. R, 5,1,V
i termini, che quindi son risultati nella seconda
cano
(LIV) 1, B.C, e R, 8, T
i termini rlsu!tzm nella riga terza; appellinsi
[LV) 1y BEY, ec. RY, 8"

i risultati nella r quarta ;
(LVI) 1, B", G", ec. R”
i risultati nella quinta; e cosi di seguito .

Cid fatto, pongasi nelle quantith de’(prec.5.%,6.5,7.°)
successivamente k=1, 2, 3, ec. m—2, m— 1, si faccia
7=6,¢ in lnogo de’coefficienti L, M, N, ec. pongansi i
uspettm coefficienti della serie (LII) In conseguenza di cid
i=1,i,i", ec. #m—9), im—1) cspnmeranno i numeri l‘lr:lle (:1-
fre, ehe corrispondentemente esistono nei termini 1.°, 2.
30, ec. (m—1) esimo, mesimo di essa serie, e pei c‘u:ni
(prec. 5.% 6.°, 7.°) i sard il numero delle cifre contenute nel
termine B della serie (LIII); &', oppure &~ 1 sard il nu-
mero delle cifre esistenti in C; i, oppure i" 41 il numero
delle esistenti in D, e cosi in progresso; onde il numero
delle cifre contenute in T sard im—1), oppure il#—N-1; av-
vertendo riguardo a questo termine T, (e lo stesso dicendo-
si rapporto agli altri B, C, D, ec. ) che quando il»—0) 41
¢ il numero delle sue cifre, la sua cifra prima & I unitd,
le #m—1)— (#n—3) 4 1) successive sono tanti zeri corrispon-
dentemente ad altrettanti g costituenti le prime (=1 —
(itm=2)4-1) cifre del termine 10™—'mA™='. Quando poi le
cifre in T sono di numero im—1: allora se la cifra [itn—1—
(i@m=2)4-1)] esima di 16" —'mA™—" sia diversa dal g, le pri-
me it#——(im—3)+a) cifre di T saranno perfettamente le
stesse, che le prime im—1) — (iln=3) 4= a) di 107"~ mA™" 1
se in questo termine sia g la cifra [ im—1) — (jm—) 4 1) ]
esima , e ne sia diversa la [i#—1(itn~3) 4-2) ] esima ; allora
pourd in T il luogo [im=" —(im=2) 4~ 1 ) ] esime venire ocems




Der S16. Paoro Rusrmnt. 407
pato dallo zexo, e le sue prime itm~1)—(i(n—3)4-3) cifre saranno
le medesime, che le prime ilm—) (itn=3 4-3) di ro"—tmA=—";
¢ cosi di seguito. Avvertasi in guesto lnogo, che a cagione
di e =ilm=2) 41 ( prec. 4.°) ayrergo ifm=n) — (ilm==) 4 1)
=l 1, 80 ({0 2 ) = L i, D) — (=2 3)
=i—3, ec.

Rapporto alle quantitd (LIV) si osservi, che siccome 1
¢ la prima di esse, e di pitt abbiamo B'=g+ B, C'=Bjg
+C, D'=Cg+D, ec. T'=8g~+T, e finalmente si ha la
differenza 7> 2 ( prec. 5.°); con discorsi simili a quelli de’
( prec. 5.°,6.°; ec.) troveremo, che le cifre esistenti in B'
sono di numero i, ovvero # 4 1, le esistenti in C' sono di
numero i, ovyero i'--i, ec. e finalmente le esistenti in T
sono di numero =1, oppure #"=1)~ 13 osservando ancora
quivi, che quande in T le cifre sono di numero ("= —+1,
la prima di esse & sempre 1, & le successive it»—' — (i*—)+1)
sono tanti zeri corrispondenti ad altrettanti g costituenti le
prime i("=1) — (§(m—=2) 4 1) cifre del termine T; quando poi
in T la cifra "= — (i"—2)4-1) sia diversa dal g; allorale
te in T sono di numero #"=1), e le prime {*=— (i("==)-r5)
cilte sono le medesime tanto in T', come in T. Se Iindica-
ta cifia 51 — (i("=2) 4 1 ) esime sia g, e non sia g la
=) (=)o) esimas allora in T le prime i(m="—(il"=2-+-3)
di T, ed i"= ne sard il numero totale. Cosi in progresso;
dicendosi evidentemente lo stesso in corrispondenza sulle al-
tre quantit: B, G', D', ec.

Con maniera simile alla precedente vedremo, che riguar-
do alle quantith (LV) le cifre esistenti in 8" sono di nume-
ro i("=2), oppure i("—*)~ 1, rignardo alle (LVI) le esistenti
in R" sono di mamero i(™—3), ovvero i"—3) 41, e cosi di
seguito; osservando qui ancora, che quando le cifre sono in
ero i0=2) 4 i, {#=% 41, ec., la prima di loro rispet-
tivamente in 8", R", ec. & Dunith, e le successive i"=2)
— (=D 1), #m—Y —(#m—B4-1), ec. sono tanti zeri.
9" Pel (N.” 15 ) avendosi U—gl'>o0, U(g+1)T <05
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questo numero g esprimerd la parte intera del quoto .

Inoltre pel citato ( N.° 15 ) nelle.seric del ( prec. 8.%) abbia-
mo | V=U—gT=U—(JoA-g)" - 107A", T'=m(10A~g)"~">
S":@(mAq—g)”‘“ ec. Dunque supposto, che le ci-
fre g, ec., le quali nella ricerca del valore !/P si deter-
minano attualmente, siano decimali; quella tra le serie (XLV):
(XLVII), (XLIX), ec. (N."15), che risulta nel presente
caso sard

(LVI) 1, 10Bm=—1), 102Q(m—2), 103D("—3), ec. 107—3R!", 10"—5",

1om=1T, 10%V.

Si chiami g, la cifra da aggiungersi alla porzione di ra-
dice gia determinata 10°A + 10z, si eseguisca con questa g,
e la serie (LVII) la solita operazione de’numeri 10, 15, e
siano

(VI By Gl Dy et LR iS5 T, W

1, By, €4, ec. R, 8, Ty,
1, B, ec. R";, 8%,
I, ec: i

ec.

i risultati, ‘che si ottengono melle successive righe a2, 3.2,

Y i =y
4.2, 5.2, ec. Cid fatto, sard g, la parte intera del quoto-%_;

10*V —( 10A + rog +g )"+ 10™

sard V. =r10"V—g, ,T:
y =m{ 10°A + 10g g, )71, 8", =

(1oA +g) (N.°15),

m(m—1)

i

(XLVIT), (XLIX), ec., che corrisponde a questo caso, sari

(LIX) 1,I10B,(m1, 10°C,(m~3), 10°D,(n—3), ec. rom=3R" ,
1om=a8" ol | 10%Y, .

10.” Presi due termini successivi della serie (LVII), ee:
cettuatone Pultimo 10™V, per esempio i due rom=—=8", rom—1T"
siano le cifre in 8" di numero i(*—2), ed in T' di numero
#m=1) ( prec. 8.° ) : in questa ipotesi i numeri delle cifre nel-

le

(10°A +10g+g: )", ec., e la serie tra le (XLV),
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le quantitd 10728, ro™—1Tt, risulteranno rispettivamente
jm=2) 4= — 2, {1 4 m —1; ma sottraendo si ottiene
i(m=1) — i"—3)+4-1, e lo stesso si dice di altri due qualisivo-
gliono degli accennati termini. Dungue nella supposizione
ora fatta uno qualunque de’supposti termini della serie (LVII)
toltone I'ultimo 10™V , contiene sopra del termine prossimo
a sinistra una cifra di pitt di quelle, che il termine corri-
spondente della serie (LII) contiene sopra del sno termine
prossimo a sinistra. La medesima conseguenza ha Inogo an-
cora, mentre le cifre siano in 8" di numero #m—3) 4 1, ed
in T* di numero i*=1 4~ 1 (prec.8.? ): ma se quelle sono
di numero i{m—2)+ 1, e queste di numero i(m—1; allora tan-
te cifre conterrd 10m—1T" sopra 10™—8", quante m1c»—rAn—T

m(m—r)

ne contiene sopra

= X 10m—2A™=3: ma in questo caso

sard ¢ la prima cifra a sinistra di 1cm—28", e le successive
ilm—2) — (i(m—3)— 1) saranno tanti zeri ( prec,8.”).

11.° Poiché g, & un numero intero di una sola cifra, e
poiché si ha B, ~+ 1oBin—1), C, =Bz, + 1°C=—2), ec.
T, =8,g, +10m—T, ; con discorsi affatto simili a quelli de’
(prec. 5., 6.%, ec.) truoveremo, che il numero delle cifre
in T, deve essere #"—)—4-m—1, oppure it*—1)—-m, poten-
do il secondo di questi casi accadere solamente quando le
prime (=0 et = 1) — (im—2) = g — 1 ) = i1 — i(5=2) cie
fre di 10m=rT' a sinistra sono tanti 9; e divenendo allora es-
si g tanti zeri, a’quali precede I'unitd. Quando poi le cifre
di T, risultano di numero i(m—1) - m — 1 : allora se la cifra
[(it#=0 2 — 1 ) — (ilm=2) - g — 1) | esima = (ilm—1) — i(m—2))
esima di 1om=1T', e perd di T* & diversa dal g, le prime
itm=1) — ( ilm~2) 4~ 1 } cifre di T, saranno le stesse, che la
prime ilm—) — (ite—=) 4 1) di T' 3 se sia g la (dln—1) — in—s))
esima cifra di Tt, e ne sia diversa la [ilm~1) —(im~2)4-1}]
esima., allora la (ilm=1) —i(m—2)) esima cifra in T, sard zero,
g le prime i(n—1)— (j(m—3) 42 le stesse , che le prime im—1)
—(im=242) di T, e cosi di seguito .
Tome XVI, Fff
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Avendosi poi B.=g+B ,C =Bg+C:,ec, T
=8g, + T3 come precedentemente si troverd, che anche
le cifre esistenti in T, sono di numero #m=0—-m— 1, ovve-
r0 i"=1) 4~ m; avendosi qui pure nel primo di questi casi
le prime itm—1) — ( in—s) 4~ 1) cifre, oppure le prime im—1)
— (it=2) =2}, ec. di- T', ugnali in corrispondenza alle prime
Hm=1)— (it—2)+-1), od alle prime iln—1) —(im—2) 2}, ec.
di T, secondoché in T, & diversa dal g la cifra (itm—1) — im—a))
esima, od essendo questa =g, ne sia poi diversa la cifra
[dtm=1) — (it"=2) 4= 1 } ] esima , ec.: nel caso secondo poi la
prima cifra a sinistra di T', sari r, e le susseguenti im—1)
— ilm=3) saranno tanti zeri cornspondm i ad dltwtmnn 9 esi-
stenti tutti insieme alla sinistra di T, .
12.° Come dalla considerazione della serie (Li[), e del-
le quantitd (LIIT), ec. (LVI) siamo passati alla considera-
zione della serie (LVII), e delle quantita (LVIII) ( prec. 8.,
9.°,¢c.), cosi potremo da queste passare alla considerazione
della serie (LIX), e delle quantita, che ne provengono, le
quali chiamata g, la cifra da unirsi nell’ estrazione della ra-
dice al risultato gid ottenuto 103A+10‘g+ 10g, supporremo
esprimersi per
1, B, Gy ee. R, 8, T, V,

TCHE .

15 B, ec. R T BL T
I, &c. R8T
eoly

ed avremo V,=10"V,—g T, =10"V, —(10%A + 10%g+10g,+g.)*
10" (10°A~+r0g-+g,)", T',=m(10°A~+10%g-+~10g, + g, Jr—1,
ec.; e come nei ( prec. £0.° 11.° ) si troverd, che quando il nu-
mero delle cifre in §" ed in T, sono rispettivamente i(m—2)
m—2, i m—1, oppure in=tm—1, {rn—1) 4
allora risultando i numeri delle cifre nelle quantita 1om=ag"

1om=xT', rispettivamente {2 + om — 4, il"=1) 4 oy — o,
ovvero in—2)4-2m—3, {"=D -am—1; il termine 1om=1T",
conterrd sopra Paltro 1¢7—28"; un numero im—1) — j(m—a) 4 g,
di cifre, e perd una cifra di pit di quelle, che il termine




Dev Sio. Paoro Rurwnr. 4
yom—+T* nella sevie (LIX) contiene sopra 1o™—28", e due
cifte pitt di quelle, che il termine 10" ~'mA™~! nella serie
(LIL) contiene in corrispondenza sopra m“-*L":_i) AR
Allorché poi il numero delle cifre in 8" sia il"—*) +-m—1, ed
#"—1) - — 1 sia questo numero in T,; tante saranno le ci-
fre di 10"—'T'; sopra di 1¢™—2§';, quante sono le cifre di
10" T sopra di 10°=8"; ma la prima cifra a sinistra di
1o"—28", sard 1, e le successive {"—%) — (i("=% 4~ 1) tanti
zeri.

Come nei ( prec. 8.%, ec. 11.°) vedremo, che ancora nel-
le quantith T, , T, il numero delle cifre & i"—)4-2m—a,
oppure =7 am— i, avendosi nel secondo di questi casi
la prima cifra a sinistra =1, e le successive Hm=1) — j(2=2) g
tanti zeri corrispondenti ad altrettanti g esistenti, riguardo
al termine T, , sul principio del termine 10™'T';, e rappor-
to al termine T', sul principio di T,. Nel caso primo poi
quando la cifra (#"—9—i"=)41 )esima di 10"—'T,, oppu-
re di T, sia diversa dal g; allora le prime i("—"—il"—2) ci-
fre rispettivamente di T. , ovvero T’ , saranno le stesse, che
le prime #==1 — i(*—2) di T’; o di T'; . Se sia g questa i)
— (") - 1 ) esima cifra; negli indicati termini saranno le
medesime le prime i®—9 — ( {{"—2) 4 1) cifre; cosi in pro-
£TESS0 .

13.° Lo stesso dicesi evidentemente di tutte le ulteriori
seric, che nel proseguir I’ estrazione della radice ottengonsi
successivamente ; avvertendo, che, quanto pilt si progredi-
sce, tanto pilt aumenta nel modo indicato nel ( prec. 12.% )
la differenza tra il numero delle cifre in un dato termine,
e il numero delle cifre nel termine successivo .

3. Ritenute le supposizioni tutte dei ( 4.°, ee., 13.%,
N 22 ), e posto per semplicita di serivere i invece di i"—),
abbiasi
(LX) 1o==1mAm—r.
&+ 100=1p 4 50

O —lat-10i3 e 10— Het10°(—2)
~l¢ 4 ec., e sia la cifta  diversa dal g,
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onde risulti T (8.°N.”22) avente i cifre, e le sue prime
I— » uguali alle supposte o5 §, ec. &, &, e perd avente la
forma
(LXI) T = ro"—*a- 108 + ec. + 10—+ 10—(—{
= 10—y 4 10'=Y + ec.

Poiché g & un intero di una sola cifra esprimente la
parte intera del quoto% (8.5, 9.°, N."22); la quantita U
non potri contenere pilt di i--1 cifre, e porrd quindi in
generale
(LXID) U=10/A10"—"f= 10204 e~ 10i—(—9p -+ 10=(=2)

@+ 10— =g 4 10" - ec.
Cid fatto vogliasi dividere attualmente U per T, e suppon-
ghiamo, che ¢ esprima il massimo numero delle yolte esat-
te, che & contienesi in 104 -, ed insieme § contienesi
nel corrispondente numero » aceresciuto dell’avanzo rimasto
dalla divisione di 104-~u per @, e cost di seguito fino alla
divisione del numero ¢, aumentato dall’avanzo precedente,
per &3 e supponghiamo, che da quest’ ultima divisione si ab-
bia un residuo non <¢. In questa ipotesi tutte le cifre ul-
teriori #', ', ec. della T contenendosi nelle rispettive z, £, ec.
della U aumentate dei rispettivi avanzi pin delle citata ¢

volte, & chiaro, che ¢ esprimera la parte intera del quoto 7“;5

e per conseguenza, essendo g=g (9." N.” aa ) si ottersd nel-
la supposizione presente questo numero g tanto dalla divisio-
ne dell’ intero numero U per P'intero T, come dalla divisio-
ne della prima parte

(LXIID) ro=*A+ ro'—*u+ 10—y --ec.+ 10p-+0

della quantitd U per la. prima

(LXIV) 10™=%a—+ rc"=48+ec.~+1ce+%

della T. Dunque potremo, trascurate tanto in questa, come
in quella quantitd le ultime parti

(LXV) 10—y 10—/ == ec., 107 4= 10— - eC.y
ricavare il numero g da aggiungersi nel chiesto valore l//P
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(N.° 15) alla prima parte 10A (N 17) eon la divisione
delle sole prime esposte. parti’ (LXIV), (LXMI).
24. Chiamiamo s, ¢ queste quantita (LXIV), (LXIHI),
ed u, v le altre (LXV), cosicché si abbia
U=10{—)tg-v, T=10"V—2)s4-2; ne verrd
Ve=U—gT (9.° N." 22 ) = 1o~ (=2) (£ —gs )+ (0 —gu);
ma contenendosi in s un numero ! — 2 di cifre,, per la na-
tura della divisione, non puo nel residuo ¢ — g5 contenerse-
ne un numere maggiore: sard dunque questo residuo £—gs
della forma
(LXVI) 103"+ 10"~ ec.+10p'+ 0,
© nel caso di gu non > v avendosi v—gu della forma 1o*=t=1)7"
~+ 16°—'¢' + ec., sard
(LXVIL) V= re™~"¢ + 10—+ ec. 4 10'——3p' 4 10 ——)¢
= 10— = 1oi—E - ec.
Che se si abbia gu>v; allora, nell’ unirsi della quantitd
v—gi=— (gu—v) coll’altra 10"——) (z—gs), onde otte-
nere il valore di V, rimarrd nel risnltato (LXVII) cangiata
per lo meno la cifra ¢'. Siccome poi si ha V=r10"—('—2)(z—gs)
—(gu—v), e dalle (LXV) apparisce essere sempre gu — v
<1619, ne segue, che sard V> 10i—(—3)(t—gs)— roi—(—3),
25. Nel proseguire avanti I’operazione si osservi tosto,
che la cifra g, (9." N.° 2a ) da aggingnersi all’ ottennta quan-
107V
=
(LVII), (LVITI) (9.°N.°aa ). Ora suppongasi, che nella quan-
tith T=(LXI) la cifra (I— 1) esima , oppure la (Z—z2)esima,
ciod la %/, ovvero la & sia diversa dal 93 in conseguenza di
cid le prime Z—3 cifre della T' (LIV) (8.°N."a2 ) saranno
le medesime, che le prime /—3 della T, e potra quindi
porsi
T'= 10— g-10=48 = e, = 10— (~g i 1 Q=== L 6i—(l— D!t
10 =h'4ec.,

& Pero avremo

1M T'= 107+ . poitm—38 4 ag, 1 oi-R—(i—a)g L1 oiR—(=1)E"
= 10Tt pobkm—(en)t g,

titd 10°A + rog deve essere la parte intera del quoto




414 Merono pr esrrARRE Le RApior UMRRICHE .

Suppongasi inoltre; ohe in questo valore di 1o"—'T" la cifra
lesima, o la ({—1)esima, o la ({—2a)esima, ciod I, ovve-
ro 7", oppure &' sia diversa dal g: per questa supposizione
le prime Z— 3 cifre della T, (LVIIL) per lo (11.° N°22)
risulteranno le stesse, che le prime Z—3 della T', e perd
che le prime {—3 della T, e quindi porremo
(LXVII) T'= 10"+" a4+ 10im—3g 4 eo. 4 joirm—{i—a);
= ORI oty e yoitm—{H1) ! g,
Finalmente si supponga gu non >u(N.* prec.), onde la (LXVII)
esprima il valore di V o si ponga la quantith (LXVI)=¢,
la parte 10'=U=0r + 10°E' + ec. della (LXVII) moltiplica-
ta per ro™ si ponga=q', si faccia nella (LXIV) ro'~4a-+10'="8
ec.ke=""C=y, o nella (LXVI) facciasi 1oim—t=n"
- roitu—lgh o pol+m—{+0" 4 eo, =w'. Risulterd da tut-
to cid
107"V = 10"~ (1=)t 0!
(LXIX) T, = 1oi+m—{=2)s' 4y’ .
Esprimasi con Ja lettera g, Ja parte intera del quoto ;:.

¢ P'avanzo, che in ultimo risulta dall’attual divisione di
per ', sia non <g,. In conseguensza di queste supposizioni
per una ragione affatto simile all’addotta nel (N7 23 ), ve-
desi, che lo stesso nunero ¢, costituird ancora la parte in-

tera del quoziente 2 ; ¢ quindi, avendosi ¢, = g, ( 9.

1
T,
N.°23), la cifra g, che nel valore di Iy? si deve aggiun-
gere alla quantitd gid ottenuta 10°A -+ 10g, si ricaverd tan-
to col dividere 10™V per T,, come col dividere & oper &'
ma £ non &, che il residuo £— gs della precedente divisio~
ne di ¢ per s, ed s’ non & che la quantitd s, da cui si & ta-
gliata Pultima cifra £ . Dunque mentre abbiano luogo le espo-
ste condizioni, otterremo le successive cifre g, g, della radice,
che si cerca, 1.° col trascurare nelle quantita U, T le ultime
parti (LXV) (N.° 23), e dividere la prima parte ¢ =(LXLHI)
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per la prima s=(LXIV); a2 col dividere il residuo tmps=t'
della division precedente per la quantitd & risultante dal ta-
gliare I ultima cifra £ dalla quantita 5.

Siccome poi col sostituire in V, = 10"V—g.T, (9.°N.%2a)
i precedenti valori di 10™V, eddi T, ottienesi V,=1oi+m—{—2)
(t'—gis')+(o'—gu'); e questo risultato & di forma simi-
le affatto a quella del yalore di V(N.° 24 ); ne segue, che
mentre si verifichino, anche riguardo a queste quantiti, le
precedenti condizioni si otterid la cifra g, da aggiungersi
nel valore di ]7]’ alla quantitd 1c%A —+ 10%g + 10g, , tanto
col dividere 10"V, per T,, ( 12.° N.° 2a ), come col dividere
il residuo, che si & ottenuto dalla divisione di # per s', ciog
la quantitd #—g,s' per cid, che diventa la quantita s', ta-
gliandosi da essa I'ultima cifra ¢. Cosi in progresso.

Ma le ora esposte successive divisioni altro evidentemen-
te mon sono, che le prescritte nel ( N.” 4.). Dunque, ogni
qualvolta abbiano Inogo le condizioni sovraccennate, sotto
I’ abbreviamento di calcolo, che si ¢ esposto nel citato (N." 4 ),
si otterranno realmente le cifte g, g*, g*, ec., che compon-
gono la radice richiesta .

26. Manchino ora le condizioni supposte nei (N.23,25),e

1,° Cominciam dal supporre, che dividendo la quantiti
(LXIT) =#(N.* 24 ) per Paltra (LXIV)= s, si abbia ben-
si, come nel (N." 23 ), il quoziente g3 ma il residuo, che
ne risulta, e che dird #, sia < g & seguano per ora a ve-
rificarsi le altre condizioni de’cit. (N.!23,a5). In questa
ipotesi potendo la cifra ' del divisore T=(LXI), contener-
si entro la cifra ¢ del dividendo U=(LXII) acerescinta dell’
avanzo precedente ror, oppure la 4 entra la £ aumentata del
precedente residuo, oppure ec. meno di ¢ volte; se mai cio

accada , dovrd essere la parte intera del quotu?n, ossia g<lg.

L Suppongasi in primo luogo, che si abbia bensi # < ¢,
ma perd che ciascuna delle cifre %', ', ec. contengasi nella
corrispondente 7, £, ec. acerescinta del rispettivo avanzo non
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meno di g volie. In questa supposizione , essendo g=g,
cerchiamo di determinare, quali siano i valori delle succes=
sive ciffe g, g5 g, ec. (9.7, 12°N2aa) della ) /P . Poi-
ché in conseguenza delle ipotesi fatte, e del ( N.° 24) al-
biamo V=U—gl'= 10— —gs)+(v—gu ) = 10—~
(2—gs—2') + (10— 'm0 —gu) = 10"~ d'rv—gu >0,
ne verra V quantith positiva, e della forma 10—/

1oi={—)"+ 16"~'§" + ec., in ‘cui ciascuno dei numeri 7", ¢",

. A il =y
£, ec. sard < 10: ma g, & la parte intiera del quoto '—1—

(9.2 N."22); ed oani qualvolta sia 2> 4, la frazione

ey T TS

= — (LXVII, N 25 )

10— - 10— o 10- " —Hy 4 e,

L e o et e . . Jg*
= ——————————, acagione di @ non <r1(N.a3
e P Sntash

€ una frazione vera. Dunque,
mg=o0.

Poiché V,=10"V—g,T, (9.° N." 22), nel ecaso di >4
avendosi g, =03 otterremo V. 10"V ; ma essendo T, §
+gish=v (9 N2z ) e Ta=10"""¢, g, s (12.° N.22a2)
= 10", g, 5. , pel cit. (9. N.°2a) sard esso T, una quan-
titd della forma 10"+2"—3g 4 16/ +2"—42 4 ec. Dunque risul-

re abbiasi 13> 4, risulte:

167V, _ roitre—l=t)l g goleen— (=l e, 110~ eo
tando ——= . =—— ’
T, 107273 G 10+ b eC. To—F 4t 16— f o,
ne segue, che, mentre abbiasi > 5, sard ancora la parte
SULE 10V, 3
intiera del quoto ——, e perd g, ( 12.° N. 22 ) =o0.
Nella maniera medesima trovandosi
Jom 1ot m—li=)T e st de= il g, 10— e, y
eyt 7 FTR=F. = - ezian-
T Py a1 o 10T a+ 10—Th+eo.

dio g, sard =0, mentre si abbia > 6; e cosi di seguito,
fino ad essere gi—4=0.
1I. Ritenuto il residuo ¢ —gs=¢'<g, supponghiamo in
secondo luogo, che qualcheduna delle cifre 7', &, ec. del
divi-
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divisore T si contenga nella corrispondente . £, ec. del di-
videndo U accresciuta del dovuto avanzo meno delle esposte
g volte. In questa ipotesi sard g<g, e sard U—gT =ioi~(—)
(t—gs)=+(o—gu)=10——f—gs—F) +( 10—V “v—gu)
= 16—+ 0 — gu<o. Essendo ¢ maggior del dovere, avre-
mo 10A+7>LVP (8.°,9.° N.2a2 ) e quindi la nuova cifra
da aggiungersi alla quantita 10°A + 107, onde accostarsi op-
portunamente al valore di LVP, dovri essere negativa. Sia
— g: questa nuova cifra; poiché il numero p (N.*5), che
si adopera ad eseguire le operazioni de’ ( N.' 10, ec. 15 ) pud
pei numeri citati essere egnalmente positivo, e negativo, si
collochi nel (9.° N.* 22) — g, invece di g,, e per indicare
i risultati, che ne vengono, serviamoci per brevita delle stes-
se lettere (LVIII); posto in oltre U—gT=—V, sard eviden-
— 10"V

temente — g; la parte intera del quoto ;ma V=—

(U—gT)=gu—{10/—(—9¢ +-0) & quantiti nel presente ca-
50 positiva, e non pud essere che della forma ro™=—(—=)¢" 4
1oi=(=1¢" - 16"E" 4 ec., in cui ciascuno dei numeri ",
7", B, ec. & < 10, e con discorsi simili a quelli dei (5°,
6.2, ec. N.° 22 ) in conseguenza delle ipotesi fatte truovasi
visultare T, anche presentemente della forma ro“+"=2q -~
10+"=18 4 yoi+m—iy t gc. Dunque avendosi

itz U ( TSI} 1y g giobmm— (=T} :a""‘"!‘"-i-ee.) AL s

1073 e 1 f e 10 Ay €0

(m) , ne segue, che, ogni qualvolta

sia £>4, dovra risultare anche qui g, A
Pongasi realmente ¢ > 4, onde sia g, = 0, converrd in

questo caso determinare la successiva cifta g, , la quale sot-

tratta dalla quantiti 10°A-+-10°¢— 10X 0=10°A~-10*+10X0

produca il risultato 10%A+- 10%g+ 10X 0 —g, prossimo al va-

lore di IVP. Avendosi V, = — ( 10"V — g, T, ) = — 10"V,

© posto nel ( 12.° N° g2 ) — g, invece di g, risultando
Tomo XVI. Cgg
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1= 8.5, =10" ! (Tr—g,8's)—g.8 =10"—T,—g,8,,
—(1pi = o= pep, |, & sae
ri Ty della forma roi+am—dg 4 ygitam—ig ¢ eo.: ma — g, non.
& che la parte intera del quoziente

10, fob el g o I o) 2 xo—t e e,

T T e ST ST e e iy
Dunque, allorche si ha />, dovid essere ancora fi=o.

Nella stessa guisa la cifia g,, la quale nella ipotesi di
2> dovrebbe sottrarsi dalla quantitd 10*A + 1efg 410K 0
— 10X 0 = 104A + maq+ 10* X 0 + 10X 0, onde accostarsi
opportunamente al valore di |7P, essendo, cangiatone il
207V,

segno, la parte intera del quoto > ove Vi, T: esprimo-

no le quantitd, che succedono, & sono analoghe alle prece-
1~

denti V,, T, , e trovandosi, come precedentemente

T,

7! e 1ot e, A
10"%a 4+ 1016 +ec.) 7

PP Py e et

(,,@.x._n-,,,u.d_m_,,_“_,,'m_'_(‘,‘)

sulterd eziandio g, = o, mentre si abbia 2> 6.

Proseguendo nella medesima maniera, troveremo in ge-
nerale, che dovrd ancora in questo seeondo caso essere zero
ciasenna delle cifre g, , g., g, > €. gi—f -

Dunque ogni qualvolta il residuo ¢, che nasce dalla di-
visione della quantitd &= (LXII) per Paltra s = ( LXIV )
(N.? 23 ), sia minore del quoto ¢, e lo stesso si dice se sia
< 1o; avremo tanto nel primo, come nel secondo dei casi
ora considerati un risultato 10'—3A = 10*—4 4 10—% % 0
100 0 + 6c. + 10X 0 + 0 = 163A + 10—y, il quale,
( supposto che g sia in esso la nesima cifra decimale ) sard
nel primo caso inferiore, e nel secondo maggiore del vero

valore di lyP per una quantitd piti piccola di
vid per conseguenza in amendue i casi tanto accostamento

verso il valor vero di V?, quante pud esigersi con un nu-
mero n-+Zi—4 di decimali. Dungue , allorquando si abbia il

:
T O
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residuo £'<g, ovvero <io, determinato il quoziente ¢, non
avremo che a moltiplicare la quantitd 10A <+~g per 16’4, e
il risultato 1o/—A 4 10"~%5 avrd verso lyP Pindicato acco-
stamento, rimanendo perd incognito, se ne sia maggiore,
oppure minore .

Riconoseiuto che sia 10/=3A 4 10'—4g > I}’P, si deter-
minerebbe assai facilmente il valore prossimamente <IVP,
tale essendo il risultato 16" —A+106'~4g+10'—K0+10"—2Ko-+eC,
+ 10X 0+ 10— 1 =10"A + 104 (g —1 )4+ 105X g
“+ 16— X g4ec. - 10X g+9 .

2.” 1. Espressa sempre con la lettera ¢ la parte intera

del quoto Z (Ni23,a4), e con la # I avanzo, cosicchd
B

#'=t—qs<s, vogliasi, che nel valore di U—gT = 10—(—)
(t—qs)+ (v —qu), che denominerd qui pure V, risuiti
qu>v (Nia4, a5). In questa supposizione poiché si ha
V= 10"~—)¢'4-v — gn, osservo se sia 1o =¢' v —gu>o0,
o non lo sia: se lo sia, risultando positivo I’ avanzo V della
divisione di U per T, sark g=g, e il supposto accidente di
¥—gu<<0 non apporta alcuna yariazione nella determinazio-
ne della cifra . Che se sia 16— +v — gu <o} allora
dovrd essere gu> 10'~(—4)¢ +—». Ora essendo g numero di
una sola cifra, il prodotto qu=g( 10l==1y 4 10'—! +-ec.)
(N 23,04 ) deve essere della forma 1oi—(—2)p" + 1oi—(—1)
7'+ 10—""-ec., e in questa io dico dover essere la prima
cifta p"<g; perche di fatti se si volesse p"=g. ne verreb-
be, dividendo per ¢, I*Equazione 10i—{—"g 4+ 10"=!¢ + ec.

R T o
=roit—) . T LTIV ma questo secondo mem-

%
bro & > 10i—(—2); dunque dovrebbe essere ancora 10i—(—1)
7'+ 1070+ ec. < 107U=2); ma cid a cagione di ciasche-
duno de’ numeri 7/, /, ec, <10, & impossibile : dunque non
potendo essere p' = g5 e quindi neppure p' > g. ne segue
che ec. Pertanto ayendosi 10—l p" 4= 1oi—l—1) 5" 4 ec.
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> 107 0=0¢'4v e perd > 10— 10:=l=1)s 410"~ 4 ec,
(LXV) (N.°23), ed avendosi P'< g, dovri essere ancora
#'<g; ma se il valore di ¥ & negativo, ed il residuo # pro-
veniente dalla divisione di ¢ per s & minore del quotos que-
sto caso non & che il 11. del (prec. 1.°). Dunque in questa
supposizione , determinato il quoziente g, avremo immedia-
tamente il risultato 10'—°A 4 10'—4¢, il quale savi bensi
> [yp, ma avrd al vero valore di questo radicale lo stesso
grado di avvicinamento che & stato indicato nel citato
(1L prec. 1.° ).

II. Ritengasi 10"~(~*)¢'4-v — gu> o0, cosicché si abbia
g=g (prec.I.). Avendosi per la ipotesi v — gu < o0, ossia
o —gu<0, e perd, ritenute le denominazioni del ( N.° 25),
avendosi 10" (v— gu )=—1v', sard 16"V = ro+r—li—)' _ o',
Si divida come nel citato ( N.” 25 ) la parte # della quantiti
10"V per la parte ¢ della T,=10"+"=(/=2)¢'y' (LXIX N.° 25},
e chiamatane ¢, la parte intera del quoto, ne sia #' I’avan-
20, cosicche "<y, e t"=#—g,¢. Risultando da cid 10°V—g,T,
= 1o+ —(=2)" — (' + gu' ), chiamato qui pure V, questo
valore, o si ha V,>o0, oppure V,<o: se si ha V,>o0, al-

. - ety
lora, essendo g, la parte intera del quoziente % sl avrd

§,=g,. Che se sia V. <0, e perd g + o' > 10="—{(—2)y"
ossia g1'4=10"gu>10+"—(=)¢' 1 o™p; risultando pel (N.°a5)
g =g, (10 Hm—=NE" - joi+m—iy” o ec.), sarh questo pro-
dotto della forma 1oi+m—(i=2)p' 4 joim—{i—)fe 4 jgibm—s
7"+ ec., in cui, come nel (prec.I.), ci dimostra p*<g,.
8i sommi ora con questo il valore 10”gu, che esprimerd co-
me nel (prec. I.), per 1oi+m——)p" . oi+n—(—1)p' 4 oi+n—1
"+ ec.: essendo ciascuna delle cifre, che compongono que-
ste due quantita <10, la somma gu'-+ 107gu dovrd acqui-
stare la forma 10+n—(=3p® | jgirm—{i—a)pw 4 jgi+m—(i—i)ts
=107 —lpec., in cui p? sard solamente = 1, oppure =o.
Dunque losi roim—(=3)po . § gi+m—{l—a) o i y git-m—(i—1)
Lo ec > 10t m={l=al" o yoitm—{i—i)g g gitmlf . gc,, dovrit
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essere &' non >1047%, e qumdn t'<a.10. Potendo pertan-
to in questo caso il residuo ¢ essere formato di due cifre ,
il discorso del (IL. prec. 1.°) avrd bensi Inogo ancor quivi ,
ma lo avrd fino al valore 10'—*A + ro'—% +10~%g,, il qua-
le, conservate le supposizioni del citato (II. prec. 1. ), sard
pit grande del vero valore di l'/P per una quantita soltan-

to <————. Questo avvicinamento & realmente minore di

quello, che hanno al vero valore di 1711 le quantiti deter-

minate nel ( prec. L.”), e nel ( prec. 1 ); ma cid procede per-
che nei citati ( prec. 1.°, prec. 1) il residuo era sempre < 10,
e nel caso presente dovendo essere solamente il residuo
t"<a.1o0, potrebbe esso risultare >1o.

II1. Nel caso, in cui si ha V, <o, e perd g,=g, (prec.11),
supposto. 16™ (o' +g,u')=v", ne verrd ro™V, = 1o-+an—(—2)
" —u", e supposto T,= 1oi+am=3y ¢ joi+sm—ig 4 ec.
= Toltan=(i=a)y . joitam—(l=1) o . poitamei o pp.,
101310/ =88 t-ec. -y =", 1oi+an=(et)es' o g gikem—IEe g,
=u" onde T, = ro+==—l—a)" o p"; si divida ¢’ per 5", e ne
sia g, la parte intera del quoto, e #"=¢"—g,s" il residuo.
Risultando da cid 10"V, — ¢, T, = 10%+an~{—2)t" — (v'4-g,0");
chiamata V, questa differenza, osservo se sia V,> o0, op-
pure V, <o : nel primo di questi casi, come precedentemen-
te, si trova dover essere 42 =g, . Nel caso sPcun&o, aven-
dosi Vi = 1oiham—{l=a)"'— (1 0"t/ - 107 gt/ 4" )= 1 i+-am—{1—2)
# +102mu—[ 10" (10mgu g’ ) +qu' |5 essendo gu'=gq,
{ 1o+am—l=1)¢” 4 roi+am—Ite' o gc. ) della forma 1gi+am—(i—a)
PV roHRmI=n e foitam—IE 4 ec., in cui pY << gay @
perd avendosi la somma 107 (107gu-+g,u)+q,u'=[ 10-+an—(1-3)
P10k o106+ (=10 Iyv+=ec.] (prec. II)
(- roitam——a) g 4y gitam—(—r)g 4 1oien—ifet-ec.) della
forma 1ot 3) " 4= 10F p=2) 7" - 10F (=) ot

1iam—] fut

,q.-..rfa

==ec., ove p* non pud avere che uno dei valo-
¥l 2, I, 0; a cagione di V, <o, ne verri 1gi-+am—{—2)g" 4+
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roiam—{—iz - roi+an=lE 4 ec. < 1 oi-ram—{—8)pt" 4 g pi-ram—(i—a)
7" o goimam—(l=1) 2" - yoi+am—Ife" 4 ec., e per conseguenza
" < 10p™ 1", e quindi £" < 3. 10. Pertanto potendo il
residuo £ < 3o essere formato di due cifre, come nel (prec.11)
vedremo ottenersi un risultato rof~4A + 10-5g + 1ol—6g, +
1677, , il quale superera il valor vero di lyP per una dif-

ferenza < e iner]

IV. Sia V,>o0, onde g, =g, . Seguendo nelle denomi-
nazioni ulteriori I analogia delle precedenti e posto percid
T, =10} dat101+3B=58t ec. 4 1oiHIm—(i—1)y's - 1 gi+-Smi—L
£oec,y 10-fa—+ 107+ ec. =", poi+Sn—(—1)y'r.p | gi+Bin—l
£ ec.=u", 10" (v +gu")=0v", ne yerrd
107V, = roiSm—{—a)" — o, Ty = 10i+3m—0—0) " " e sup-

posto g, parte intera del quoto —, e £ I'avanzo, avremo
Vi = 10"V, — g,Ty = 10i-t3m—(—2)g* — (0" = g " ); & perd, se
sia V3> o0, avremo ancora qui g; = gs - Che se V; < o; al-
lora, come nei ( prec. 11, HI ), rifletto essere Vs = roi+3m—(i—2)
£ 10¥my —[ 107 rom [10tgu+ g |- gu" )+ giu" ], ed es-
sere inoltre gy =g, ( 10i+3n—(l=n)y'= 4 poi+dn—ig= ec.) del-
la forma ro-3m—(—a)p= 4 [oirSm—{l—1)yx . poi+Im—eT 4 ec.,
ove p* <y, per cui la somma 10™[ 10" (107gn + g’} +-g,u" ]
+ gyt = ( 103 o 1 oiSm(iea) 0 [ [ girdm—{l)
“+ 107 £o"+ec. ) (4 10Sm—li=a)p oy { giH-Bm—(l—1) p= 4 | i+l
& -+ ec. ) ( prec. IIl ), acquista la forma 1oi+3m—(i—3)p=" 4
1GiSm—{l—a) p= [Qi+3m—(i—r)rt' = 10i+3m—1%' 4. ap, avendosi
7™ ugnale ad uno dei numeri 3, a, 1, o.

Dunque a cagione di Vi< o, risultando roi+3m—{i—3)
1941 GF3A—(I—1) g L Oi+Im—1 £ 00 . < 1 I+-3m—(1—8) ¥y pic+-n—(i-a)
77 = poiHSn—i—ny = yoiSn—l ¥ ec., 8i avid £V 16p7 41",
e perd £°<4.10. Dunque anche nel caso presente potendo
il residuo ¢* << 4o essere composto di due cifre; come nei
( prec. H, 1II ) resterd determinata una quantitd 1044 +

Ioi_s-t-l0{‘65‘-#1(:’_734-105*5?5}'/? per un valore < -
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V. Supposto Vi > o, per cui gs =g, ( prec. IV. ), se pro-
seguiremo innanzi: nel modo stesso si troverd, che quando
il residuo susseguente V; = 10™Vs — ¢,T; sia >0, allora sa-
v gi=g; - Che se Vi <oy allora g sard maggiore del do-
vere, ma risultando in tale ipotesi il residuo £"=#"—g4s'*<5. 10,
¢ potendo esso perd contenere due cifre; verrd ad ottenersi
una quantita 10/4A + 10— + cc. + 10%-8g; 4+ 10/9g; su-

'

o=t

al valore vero

periore per un valore pili piccolo di

di | /P

Cosi in progresso ﬁ",o al quoziente 7., , riguardo al qua-
le se si abbia Vo >0, si otterrd ¢, = gi,3 ma se Vo <o,
allora risultande il residuo ¢ = 10" — g s* <11 . T0=11¢,
potrebbe esso 2! venir formato di tre cifre, e quindi il so-
lito raziocinio condurrebbe ad ottenersi soltanto una quanti-
i 10034 + 1000z -+ 10/=Tg, +ec. + m’—'ﬁq.o>171’ per un

— . Cosi di seguito.

valore ‘solamente < ———;

3.° 1. Sia nella quantitd (LX)= 1om—m An—1 (N.” 23 )
la cifra =19, e nel formarsi la somma g8 + 107—Fm Am—r
(8.°N."a2), onde ottenere il valore di T', si trasporti ad
unire con la =g un’unitd: in questa ipotesi, poiché risul-
ta 7+ 1=10, nella quantith (LXI)="T dovrd essere ¥ =o,
e la cifra £ dovrebbe essere accresciuta di 1. In conseguen-
za di cid, ritenute tutte le denominazioni dei ( N 23, 24;
1,1, ec. prec. 2.°) avremo T=roi=(’~2)s 4+ 10i—0—2) - u,
e V=10—0=3)¢ 4-v— (10—l 41)g. Ora 0 si ha V>o,
oppure V < o: nel primo di questi casi si vedra, come di
sopra, essere g=g, e nel secondo g>g. In questo secondo
poi a cagione di %'=o non potendo il prodotto (roi=(=2—u)
g=(10i—t—3) 4~ roi~l{4ec.)q che essere della forma 10i—{—3)
g+ 10i=(—1 " 4 16~ "4 ec., ed essendo roi=(—2f +v=
16i——3) ¢  1oi=(=0 4+ 1ci—1£ +ec., ne verrd 1oi—(—8)
£+ 10i—(—0)¢ 4 1 oi—lE 4 ec. < 10i= =8}y 4 10i=(—1)p"+ 10i~
{'~+ec.3 @ perd £ non >g¢, e quindi ¢ < 10. Dunque qui
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ancora , siccome nei (1L prec. 1.°, 1. prec. 2. ), concludere~

mo ottenersi tostamente la quantitd 10434 ICE—4?>I7P
:
ol

per un valore <

II. 8ia V>0, onde q=¢g (prec.1.). Poic|

nel easo presen-
te si ha T = 16— gt 1oi—2

B ec. 4 10i—0—8) g - 1 gi—(F
(£ 1)+ roi=14'+ ec., otterremo per lo (8.°N.% 22 ) rom—t
T'=10"=1(g8'4T) della forma roi+m—sg 10i+m—33 1 ec.
= 10H =8 g gibm—{i—1) ({1 ) e 10iFm=l" 1 giteimm{l-1)
U'4=ec., in cui g"=1, oppure =o; quindi per lo (11.” N.% 23)
8i ricaverd T, = ¢,8, -+ 1om—T" della forma 10i+m—bgi-1oi-n—3
B+ec. 1oitm—(l=a); 10#+m—{=1)(f .y 1) 4 1 gitm—1

t" 4+ ec., ove '

7" 1 Q{11
" uguaglia esso pure uno dei numeri I,'o.
Ritenute pertanto le solite denominagioni, e supposto L+1=£",
sard qui ancora come nel (N.25), T, = roimeloa) ¢yt
e fatto al solito :—:=q1+;, ove "< s, avremo V,
— g, T, = 10i+m—(—a) " +tomy— [ 10m( 10—z gy)g,u'].
Ora potendo nel caso presente essere £ = 1o, il che acca-
derd quando £=q, il prodetto g.u'=q,( 10im—(l—1)f1" 4§ gt
7" o 1o e, ) acquista la forma Lok-m—(I—a) plo
1gitm=(l=1) flo roi+m—=ip 4 ec., in cui P° non >g,. Dun-
que, sommando questo con la quantitd 1om( 108i=0=2) gy gy)
= 10i+n—{l=a) gy 1 oibm—{l=1) 5" - ppitm=l " pg, ( prec. I1. ),
poiché risulta un valote della forma 10ikm—(i=8) oy { pit-m—{i—3)
== 10itm—{i—r)p toi+m—lv 4 ec. s ove P'=1, ovvero =c;
ne sezue, che quando si ha V. <o, dovra essere solamente
t'<{a.10; e perd potendo #' contenere due cifre, come nel
(1. prec. 2.° ) vedremo ottenersi in questo caso la quantitd
10744 4+ 10/-5g - 10=bg, , la quale superera [/'"/P di un va-
Tore <———; . Quando poi sis V,>o0, allora sard auche
quivi g, =g, .

II. Pongasi V; >0, per cui g, =g,. Esendo in T;
(prec. IL.) il valore di %" non > 1 » it una maniera simile

alla

1oV




Dev Sre. Paoro Rurrma . 4ai

alla pmtmﬂt:t nel eitato (pree. 1), e in con;ebueuaa degli
(s S N2 a.z] vcdrcnlc, come nel (II. prec.2.” ), risul-
tarci T,= 107 3108 A e+ 1ok {i—3) yt-1 giam-(l-1)
£ soiam=l (£ o 1 ) 4= joirem—{n) !t oitan—l - ec., 0s-
sia, conservando sempre le solite denominazioni T,= roi-+am-(-2)
s" =", ove, potendo tanto £, come e essere =9, sard u"
della forma roi-+-am—(i—3)p"" 4 roi+am—(=1)s"" 4. roi+am—I {1 ec.,
e in questa p*' non potrd avere che uno dei valori 1,0, e
quando p* Ie si avrd ¢”=o. Ora avendosi giusta il soli-

_,._.

e perd V. 10"V, —gq,T, ) = roi+am—{i—s)
— [ o ( (o"'[ 10—~ 4 gu ]+ gu')+g.u"] ed es-
sendo per quanto si & ora detto g,x" della forma roi+am—{i—2)
P = poiram—{=n) g roitam=Ife" 4 ec, in cui g non >q,;
col 'sommare questo valore con Paltro esprimente il valore
di 1e®[ 10™( 10702 gpu ) + gu" ] ( prec. IL } ottiensi un
risultato della forma 10++am—(i=8) '3 1 oi+am—{i=a) y'*p- git-am{l-1)
&% 4 joam—l 4+ ec., in cui p* deve uguagliare uno dei
numeri 2, 1, 0. Dunque, ogni qualvolta sia Vi < o, risul-
tando £"<<3.10, si ricaverd il valore 10‘—'5~\+ 10'=5g + 10!'—5g,

-+ 10"—7g, > {//P per un valore < ——— ,.,»-H

Nel caso poi di 'Va > o0; si avrd . =g, -

1V. Proseguendo avanti nella stessa guisa agevolmente
vedremo, che come nei ( prec. I, II, IIT ) sonosi ottenute del-
le approssimazioni simili a quelle dei (I, II, Il prec. 2.° ),
cosl in seguito ottengonsi in questo caso le altre successive
simili anch’esse alle corrispondenti dei (IV, V prec. 2.°).

4." L. Nelle cousiderazioni de’( prec. 1.°, 2.%, 3. ) ho po-
ste sempre le quantitd V, V,, V., ec. maggiori, oppure mi-
nori, e non mai uguali allo zero; e cid perché presentemen-
te si tratta di un’approssimazione, e non gia di una deter-
minazione di radice esatta, e se qualouna delle accennate
V5 Vi, V., ec. fosse zero, allora la radice sarebbe esatta,
& rimarrebbe pienamente determinata contro la supposizions
Tomo XVI. Hhh

come nel (prec.II).
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IL. Nei (I prec. 2., L. prec. 3.7 ), anche allorquando si
ha V>o, purché contemporaneamente risulti I”avanzo # di
una cifra sola, ossia << 10, avremo un valore ro!=34 4 rot~ig,
il quale differisce dal vero valore di ‘71’ per una quantiti

— 5 ¢ tutto cid si dimostra come nel (L. prec. 12).
e ] P

Cosi nei ( II. prec. 2., II. prec. 3.° ) ancora mentre sia Vilo,
purché ' non sia formate che di due cifre, si otterra una
quantiti 106'~4A +- ro'—%z + 10"y, differente meno di m_:‘_,
dal valore vero di lyP Nello stesso modo dei ( II. prec.
°, 1L prec. 3.° ) quando zia " di due sole cifre, anche nel
caso di V. > o si ricaverd il valore 16'4A "~ 1ol—5g 4 1 oiby,
g, diverso meno di —— da |./'P. Cosi di seguito
come nei ( IV, V prec.2.%; IV, V prec. 3.° ). 8i rifletta perd
che in tutti questi casi le quantita risultanti 16/ —3A 4 rol—ig,
10! ~4A - 10—z 1 0!—0p, , 1o A 1055 10—, o1,
€c. sono mon git maggiori, come nei lnoghi citati
nori del valor vero di VP.

III. Le cifre, che si contengono nel dividendo (LXIIT)
=t=10"22+ 10" +ec. (N a3) sono di numeto J— g 5
e quando han luogo le condizioni dei ( N/ a3, a5 )> Popera-
zione di abbreviamento proseguesi ginsta il (L. N.4), fin-
ché rimangono nel dividendo due sole cifre . Dangue le g,
&1 8,5 €c. che vengono successivamente determinate, saran-
no di numero Z— 3, ¢ ayremo il risultato 1o*—34 - 10t—4g
~+ 10", +10—fg + ec. - 10g1-3 -+ gl— ; ma ritenuto, che g
sia la nesima cifra decimale (IL prec. r.” ), il risultato ora
esposto sappiamo, che differisce dal valor vero di Iyi“ me-

-+ 10!

ma mi-

no di o= - Dunque,, dallo stesso valor vero di VP dif-

ferendo meno di ﬁ, anche il risultato 10™—4 + 10'—~g
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dei (I, 10 prec. 1.°; 1. prec, 2.%5 T prec. 3.°) ne segue che
quando hanno luogo i casi dei citati (1, 11 pres. 1.% I, prec.
2.%; L prec. 3.% ) allora nella espressione semplicissima rol—3A
-+ 10=4g ayremo un accostamento verso lyl" uguale a quel-
lo, che si ha, mentre si verifichino le condizioni de’(N. 23, 25),
dall’operazione ivi accennata, e continuata, giusta il (1. N.°4),
finché nel dividendo non rimangono, che due sole cifre. Ghe
se hanno lnogo i casi dei (II, 1, ec. prec. 2.% 11, 11, ec.:
prec. 8.° )5 allora i volori ivi ottenuti fino esclusivamente al
valore, che ha per ultimo termine il quoto g,, ( V. prec.a. ),
actostandosi al valor vero di P per una differenza soltan-

10 ———, avremo un’approssimazione , la quale, avuto

TorT

riguardo ai limiti, & 10 volte minore dell’approssimazione ,
che si ottiene, mentre verificandosi le condizioni de’ citati
(N.23,25), si prolunghi I operazione ivi esposta, fino a
rimanere, come di sopra, due sole cifre nel dividendo. I va-
lori poi, che risultarebbero aventi per ultimo termine uno de’
quozienti Giay gy ias €0, Gop, avendo per limite, del loro

aceostamento verso il vero valore di ‘,71’ il mumero ;;-;—,_—,,
(V. prec. 2% ) avrebbero ad esso, rapporto ai ti, un’ap-

prossimazione 1o volte minore; e cosi in progresso.

IV. Gli accidenti considerati ne’ ( prec. 1.%, 2.2, 3.°) re-
lativamente alle quantity T, ¢, 5, V, possono succedere an-
cora rapportolalle T,, #, s, V., alle T,, ", s, V. ec.
(NJ23,a5); ma siccome le conseguenze , che proverrebbe-
70 in questi ultimi casi, sono pienamente le stesse, che quel-
le le quali provengono nel caso primo, e che abbiamo nei
citati (prec. 1.5, 8., £°) gid osposte: quindi tralasci
remo di farne ulteriore parola, e rifletteremo soltanto, che
per quanto si & detto nei (N. ar., 10.° N.% 22, N."23, N.? 25 Vs
Paccidente del {prec.3.°) & sempre piit difficile a succedere,
quanto piit si_procede avanti nella determinazione delle quan-
T BT oy 1
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27. Da quanto si & detto nel prec. ( N." 26 ) vedesi che
la mancanza delle condizioni supposte nei (N 23, a5 ) altro
in fine mai non produce, che rendere o il residuo della pri-
ma divisione , cioé # di nna sola cifra, od uno degli altri #”,
#", £7, ec. ¢* di una oppure due cifre, o qualunque dei ter-
gi 25, ¢, #", ec. £ di un numero di cifre non > 3; ec.
(1%, 2.%, 3.° M”26 ): ma in tutti questi casi, cio# tanto
quandoe # non & che di una cifra, come quando uno dei ¢,
£ £, ec. ¢ & soltanto di una, o due cifre; come quando
il numero delle cifre componenti uno dei ', 22", &, ec. ¢¢
non supera il 3, ec., abbiamo nel cit. (N.” 26 ) veduto, co-
me debbasi regolare, onde accostarsi quanto & mai possibi
le, col numero de’decimali determinato, al vero valore di

I;VP. Dunque nell’ eseguire attualmente il metodo di abbre-

viamento de’ (N, 4, 23, 25 ) non dovremo, che osservare il
numero delle cifre, che forma eiascuno de’residuni #, 27, ¢,
ec.; se questo numero fino esclusivamente all’avanzo ' tro-
vasi >2, dovremo sempre seguire la regola dei (N.7a3, 25,
I.4); ma so il numero medesimo in & si vede =1, oppure
in qualunque degli altri #', ¢", £°, ec. risulta =1, oppure
: allora dovremo determinare il valore richiesto ginsta le
regole del (IL. N.° 4) e eid per quanto si & detto nei (1., 1,
II, ec. IV. I.ec.IV.3.°,N.26). Che se progreden-
do Ta determinazione dei successivi quozienti g, gu» ¢a , eC.
oltre il gy, si truovi, che qualcuno dei corrispondenti resi-
dui £, £, *", ec. sia formato di tre cifre, allora convie-
ne arrestarsi, € per la determinazione del richiesto valore
approssimantesi al vero valore della radice, conviene seguire
la regola del (V.a.” N. 26 ), diventando ‘allora il limite di
1

approssimazione = . Se poi si volesse proseguire avan-

TS
ti, determinando i quoti ¢s5, §r0a, €C.5 allora, mentre si
trovasse uno dei residui ¢, ¢, #*', ec. fornito di un nume-
ro di cifre non >4, bisognerebbe fermarsi, e seguitando in-
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nanzi le vegole, e i raziocinj dei (2.°,3.° N.” a6 ) trovereb-
besi nel caso del numero delle cifre =4 un risnltato, il cui
Iimite di approssimazione al valor vero della radice sarebbe
:m—‘;—~ ¢ cosi di seguito. Ma questi ultimi casi non so-
no che di pura speculazione, perché mai estendesi in prati-
ca I"approssimazione ad un grado cosi alto. Riflettasi perd,
in conseguenza di quanto si & ora detto, che quando la de-
terminazione dei quozienti si prolunga oltre il gy, allora non
pud pitt supporsi di estendere come nel (I. N.°4) le divi-
sioni, finché nel dividendo non rimangono che due cifre;
perché la determinazione sicura de’successivi quoti gios 4115
g1a 5 ec. esige che mel dividendo esista un numerc di cifre
>2a(V.a’ Nra6).




