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ARTICOLO I

Metodo di uguagliamento del Newton e del Bezout .

{3l

Via 'dal Bezout tenuta non sicura dai fattori alteranti.

Ne:umn fu il primo a dare nella sua Aritmetica universale
formole di eliminazione in simboli generzli, e sino al quarto
grado si estese. Sebbene pm', non recandone dimostrazione,
occultato abbia il metodo, per cui ad esse giunse, credesi
cionondimeno comunemente, che servito siasi del metodo di
uguagliamento; anzi, due essendo le vie che in esso batter
si possono, pare, ignoro su qual fondamento, all’ Eulero di
poter assegnar quella dal grande uomo tenuta. Questa, a
serbar I'ordine de’tempi, doyrebbe essere nella esposizione
la prima: torna perd meglio cominciare dall’altra, che il
Bezout scelse; ed & cid tanto pilt permesso, quanto che del
cammino del Newéon non si ha certezza. Date le due equa-
zioni
(1) Az*+-Bz*+Cz+D=o0. (II) P+ Qz*+ Rz +S =0,
nelle quali A, B, G, D, P, Q. R, S comprendono quantitd
note , ed un’altra incognita y non pit elevata che al terzo
grado :
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grado: in breve sono funzioni al terzo grado mon superiori
di y, ma tali che A non sia divisore di tutte tre insieme le
B,C,D, ne P di tutte tre insieme le Q, R, §. Sottraendo
dalla (I) moltiplicata per P Ia (II) moltiplicata per A, si ha
per I'uguagliamento, ed abbattimento dei termini primi un’
equazion di secondo grado: un’altra se ne cava sottraendo
dalla (1) moltiplicata per Ps+Q la (II) moltiplicata per Az+B;
ed una terza se ne consegnisce sottraendo dalla (I) moltipli-
cata per Pz* 4 Qz+R la (I1) moltiplicata per Az +Bz+GC.
Ponendo per brevita DP—AS=G, BP—AQ=H, DQ—BS=K.
CP—AR=L, CQ—-BR=M, DR—CS=N, le tre equazio-
ni di seeondo grado sono
(1) H* +-Lz +G =0
(2) Le* + (G +M)z+K=o
(3) G2* +Kz+~N=o.
Da queste combinate a due a due, moltiplicando reciproca-
mente per i coefficienti di 22, e sottraendo poseia un’equa-
zione dall’altra si traggono le tre di primo grado, che se-
guono
(a) [I*—H(C+M)]z+GL—HK=0,
(5) (GL—HK)z+G*—HN=o0,
(¢) [6(6+M)—KL]z+CK—LN=o,

_dalle quali ricavasi le tre espressioni di

_ _ HEE—cGL _CHN=GE LN—GK

T LTH(GM) | GL—HE - G(oaM)—IK’

Ie quali ordinatamente si rappresentin per (a), (8), (7).

Combinandole a due a due si ottengono tre“equazioni libere

da z, e in sola y, e quantiti note .
La combinazione delia () e della (8) somministra

#) HG3+HMG’——HG(HN+2KL)+H“(K—"—MNJ+HL'N=u.
La combinazione della (@) colla (y) porge

() LG? - LMG*—LG(HN+2KL)—LH(K*—MN) + L:N=o0.
La combinazione delle due (8), (y) produce

(@) G’-&-MG‘—(‘,(HN+2I{L)+H(I{=-MN)+L’N=D<
Si vede a primo eolpo d’ oechio che P=H(o), e ({)=L(a).

Mm

z

Tomo XFI.
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1 fattori H, L sono di quelli, che dir si sogliono superflai,
inntili: io i chiameré alteranti, riserbandomi ad esaminar
poi-se abbiane, o uo qualehe utilith. Si commenda per al-
ira parte Iesposto. metodo di Bezout siccome esente da fat-
tori alteranti, anzi siccome il migliore di gquanti se ne sia-
no sino ad ora escogitati . Ma se esso dona I equazione fina-
le (o) al dovuto grado, esso medesimo ci offre eziandio le due
alterate (@), (P). E cid, che pit contraddice alla lode, sié,
che la, equazione immune da alteramento sité quella che pro-
vienc dalla combinazione della espressione prima di z colla
terza tiatta dalla equazione terza di primo grado, che comu-
nemente non si calcola .

E chi dubiterd che il simile non sia per produr questo
metodo in equazioni pilt alte? Che nel

cere il numero
delle finali non cresca la moltitudine delle alterate ? Laonde
necessario-si fa il conchiudere, chie esso metode non & da
latrori sicuro, in gnanto che non n’é per ogni lato immune .
Applichiamo ora la finale () alle due equazioni
(€) z*—pa+y(y*—p)=c. (D) Jyz*+3y's—g=o0.
Souo queste le due equazioni che dalla 2’ —pr—g=o0, tra-
stormata in £*+ 3yz"+3y* s +y ' —pz—py —g =0 si tirano
con uno spezzamento inverso a quello detto Cardanico. Pa-
yagonandosi (C) alla (I) si ha A=1,B==0, C=—p, D=y(y*—p).
E richiamandosi (D) alla (II) con moltiplicarla per =z, si
avra paragonando P =3y, Q=3y*, R=—g: onde si cava
C=3r(r—p) H=—3p, K=3(r*—p), L=g—3pr,
M=—3p, N=—gy(y>—p): sostituiti i quali valori nell”
equazione (@), ne proviene

B2p? it Al

5 SR P M —Pr=o
Or tosto si vede esser questa divisibile.per y . Ma di pin si
puo anche divider per »* — p, & per quoziente n’esce la
equazione

g UAE
LA

N) Yo — dprt e £ Pyt = S gy + 5 P =0

come in altra mia Operetta fa da me trovato.
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Anche dundque la finale (s), che in generale non ha fat-
tori che I”alteri, applicata alle particolari equazioni (C), (D)
riesce avvolta ‘didue fattori y, y*—p i quali dal grade 6.2,
proprio della giusia finale di esse (C), (D), la sollevano al
grado 9.°. Se ne presenterh evidente agli ocohi la ragione,
sotto di essi schierando le tre espressioni (@), (8), (y) di =
particolari al caso nostro; e sono

3y (i —p)[—g=32 (G =p)] _ Sr(r—p)le =37 (r =) _

Gy =Br i —p =t | PPl —p]

Flrt=pl @804 —p)—3pr]

S (PPl = P =pl
Che anzi combinando la seconda e Ja terza di quest’ espres-
sioni, siccome per formare la generale equazione (@) combi-
nate si sono le generali espressioni (a), (y), pare, che: pro-
venir ne dovrebbe un’equazione in y di grado 12.°; ma i
termini di y™, y*° spariscono distrnggendosi i loro coeffi-
cienti, e il termine y¥*' non masce’.

Ma i fattori alteranti, de’quali esce avviluppata' la fi-
nale (@) nella particolare applicazione, che si viene dal ' far-
ne, sono ad essa imputabili? possono volgersi eglino ad ac-
cusa del metodo? Sark questo un altro punto, che diluci-
derd a suo Juogo. A tal dilucidamento apparecchierd intan-
to strada con osservave, che oltre al richiamare Iequazione
particolare (D) alla generale () con moltiplicare, come &
pitt in costume, essa (D) per z, vi ha un altro modo. diap-
plicazione, qual & di richiamare inversamente la (II) alla
(D) facendo P=o03 con che si ha Q=3y, R=3y*.8=—q,
sussistendo i valori A=1, B=o0; C=—p, D=y(y*—p):
con quesio- inverso modo di condur I' una all’ altra le equa-
zioni (1), (D) cangiati i valori di P, Q, R, 8, divenuto
C=—AS=g, H=—AQ=—3y, K=D0 =3 (3*—p).

ZAR=——3, M=0Q =~ 3y; N=DR—CS= 3
(¥*—p)—pg . anche le tre espressioni di # si cangiano cosi:

Srlar—8r:("—=pl] __ @430 =p)=3ppy _ 8 Bpr—Sr'—p-mr]

Ylg+3y0*—p)] B lgr—3r o —p) ¢+t —p)—=ie
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delle gquali si ha wna combinazione, quelia cio# della secon-
da e terza, relativa alla generale (0), che dona I’ equazione
(N) senza verun fattore in #che ne alteri il grado; e Ia
combinazion della prima con la seconda altera (N) con il
fattore y; e quella della prima con la tersa con il fattore
di secondo grado y; ma miuna con il fattore r—p.

§. 1L

Via al parer dell’ Enlero tenuta dal Newton producente
fattori alteranti.

Lulero nella sua Memoriz su la eliminazione , inserita
negli atti dell’ Accademia di Berlino anno 1764, espone un
metodo , con il quale pare, a suo dire, che il Newton de-
terminasse le formole di eliminazione, che primo ci diede
sino alle equuzioni di quarto grado, che percié giusta al
parere di Eulero jo denominerd Newtoniano. Consiste esso
in rendere eguali per reciproca moltiplicazione i termini pri-
mi delle due equazioni, ed i termini ultimi, con che sot~
traendo. dopo I’ ugnagliamento un’ equazione dall’ altra si
avranno due equazioni di un grado pin basso delle date, e
repiicando I’ operazione ne proverri un paje parimenti di
un grade ancor inferiore, e cosi via via sino a giunger a
due di semplice primo grado . Vediamolo nelle equazioni di
terzo grado :

() Az® 4B+ Qos4-D=o0. (II)Pz3+Qz‘+Rz+S=P.
Rendendo uguali i primi termini ne nascerd per sottrazione
la stessa equazione che nel metodo di Bezout, ‘essendo stes-
sissimo I’ operare . Avremo dunque compendiate come Ji
le espressioni,

(1) H» 4+ Lz +C=o0.
8i rendano ora wguali gli ultimi termini moltiplicando Ia
equazione (I) per 8, e la (II) vicendevolmente per (D): sot-
traendo questa da quella troveremo Ia

(3) Gz +Ks+N=o,
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avuta nel metodo del Bezout alla terza reciproca moltiplica
di (I) per P=*+-Qz+R, e di (II) per Az2+Bz4-C . E chi
porrd un po’ @ attenzione agli effetti di quelle e di queste
moltiplicazioni ne rileverd da sé, senza che io mi dilunghi
a dimostrarla, la ragione .
8i trattino in simil modo le due equazioni (1), (3); ciod
si vguagling prima i termini di z*, e si avrd, sottraendo,
non altrimenti che mel metodo Bezoutiano per la combina-
zione medesima,
(6) (OL—HK )z 4+-0*—HN=0¢.
Ma rendendo nguali gli ultimi termini ne sortird con la sot-
trazione un’equazione, che segners (d)
(4) (HN =G )2+ LN —GE —o.

Finalmente rendendo uguali i primi termini delle due equa-
zioni (b), (d) si conseguira per finale equazione libera da =z,
(HN— G2 )* 4 (LN — €K) (6L — HK ) = o cioé svolgendo
(4) G5—G(3HN-+-KL)-+G (HK~L>N) +HN(HN—LK)=o.
Ecco una equazione di quarto grado in G, e che per conse-
{guenza & certamente alterata da un fattore, poiche la fina-
le (@) del metodo Bezoutiano parimenti in G & di terzo.
Lulero dice, che & divisibile per G, e si vede tosto che que-
- $ta quantith deve certamente entrar nel fattore; ma non ap-
parisce come essa sola esser possa il fattor tutto: soggingne
Eulero scoprirsi cid sviluppando I’ equazione, effettuando ciod
dopo rimessi in luogo delle specie compendivse G, H, K ...
che io uso, i valori loro, le potenze , ed i prodotti. Ma sen-
za tutta questa pena io osservo essere HN — KL = — MG,
ciod

(BP-AQ)(DR-C8)—(CP-AR) (DQ-BS)=—(CQ-BR) (DP-AS):
dunque ayremo

64— G2 (aHN KL )G (HK*~+L*N ) — HMNG —o ,

vale dire

G[C—€ (aHN+KL)-+ H (K> — MN )+ LN }=0

& nel moltiplicatore del termine in G, in luogo di un HN
ponendo, KL — MG verra
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G[G*— G (HN 4 KL —MC—+KL) + H (K2 —MN) + [#N] =0,
per consegueiiza (A) =G (), siccome nel metodo Bezoutianu
{7) =H(e), (h) =L(o)

Presentando dunque il metodo Newtoniano I’ equazion
finale alterata dal fattore G, egli & quindi che Eulero il ri-
getta, e ne deduce la necessitd di proporre il suo, che poi
vedremo . Qui permesso mi sia un riflesso sul calcolo; che
Eulero medesimo fa del grado dell’equazione (A), ommesso
il fattore G, che viene poi ad essere il grado della (). Di-
ce che essende G di secondo grado, sard I’ equazione (a)
che monta a G di grade 6.° Ma io osservo. che G=DP — A8,
e D, P possono contenere ambedue y*, e similmente con-
tener lo possono le due A, S; dungue G pud essere di gra-
do 6.°, e per conseguenza G°, ¢ quindi I' equazione (a) sa-
lire al grado 18", Nel caso delle equazioni (C), = (D), 6 =3y*
{3*—p) & di grado 4.°, e I equazions (o), che risultar do-
vrebbe di grado 12.%. risulta di g.° sol perché a ragione
dei particolari rapporti delle quantita A, B, G, D, P, Q,
R, S, e conseguentemente delle fanzioni loro G, H, K .. ..
si annullano i coefficienti di ¥'*, »*®, e non risulta termi-
ne in y'.

Se tratto dall’ equazione HN —KL=—MC il valore.
HN =KL —MG ¢ introdueca nell’ equazion (d), questa coin-
cidera con la (¢) del metodo Bezoutiano, e per finale equa-
zione invece di (A) proverrd a dirittura la Bezoutiana (a).
Dunque la equazion (d) non differisce dalla (¢) che in aspet-
to, essendo in fondo la stessa, ed il metodo Bezoutiano non
& in sostanza diverse da quello che sul parere di Lufero io
ho chiamato Newtoniano, e non & che un’utile estensione
di esso, la quale all’uguagliamento dei soli termini estremi
sostituisce un ordinato ugnagliamento continuo dai primi agli
ultimi’, e la quale moltiplica le finali equazioni, e ne pro-
duce una di ginsto grado.

I tre fattori H, L, G, i due primi-dal metodo Bezou-
tiano prodotti, il terzo dal Newtoniano, nell” applicazions
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alle due equazioni (C), (D) riceveno differenti valori secon-
do il differente modo di far convenire tra loro la (I1), e la
(D), o elevando questa, con moltiplicarla per z, al grado
della (II), il che porta 8=o, od inversamente abbassando
(11) al grado della (D),"con porre a dirittura P=o,

Nel primo modo
H=—3p; L=g—3p; G=39 (r—p).

Nel secondo modo
H=—3y;L=—3"G=y.
Apparisce , che sebbene in genere G sia un fattor alterants,
in qualche caso particolare perd ., rimanendo privo di termi-
ne in y, e non comprendendo che quantiti nota, pud per-
dere il carattere di fattor alterante, e la equazione (A) pud
riuscire affatto identica alla Bezoutiana (a), e cosi accade nel
caso delle equazioni (C), (D) applicando la (II) alla (D) nel
secondo modo. Chi sa estendere le idee, e spingerle pe;
infinite diverse combinazioni, comprendera di leggi
I' ayvenimento non ristringesi al caso delle due equazi
4 una di terzo, I'altra di secondo grado, ma che pud aver
1y eziandio Tuogo in due di terzo. Similmente i fattori Bezou-
'! . tiani H, L possono convertirsi in quantitd datc e costanti,
e perder la forza di alterare le equazioni (), (1), cosicchs
queste riescano identiche di grado alla (o). Non lascierd per
questo di chiamar fattori di tal sorta alteranti, non attesi
nella general considerazione i rari accidenti concorsi, ma
avuto riguardo ai casi ordinarj pili semplici, e pilt estesi.
Poiché (A)=G (o), essa (A) rispetto alle due (C), (D) dark
) nel primo modo di applicazione 32y —p)s y (—p)(N);
e nel secondo ¢ (N), che non differisce in essenza da (N),
poiché ¢, siccome quantitd data, non induce alterazione .
Sin_ qui si son veduti gli effetti del riferire alle due (C),
(D) tatto il calcolo delle due (1), (IT) ¢ del trarre la finale
dell’ eliminamento di - particolare dalle finali dell’ elimina=
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mento {atto in generale.. Ma in vero essendo I equazionie (D)
di secondo. grado, dopo, che ugnagliati i primi termini- i
{Q), #(D), ricavata siasi, sottraendo, I’ equazione: di- seconilo
grado (1), non vi ha ragione di procurarsi altra equazione di
secondo grado, potendosi a divittura dalla (1), e da essa (D)
ottenere le equazioni di primo grado necessario a compiere
la eliminaziong. Or eguagliando i primi termini di (1), e (D},
@ sottraendo si ha
(@) {3yL—3"H) 24 5C +gH =0

& moltiplicando la (1) per 3yz+ 3%, o Ia (D) per Hz + L
giusta il metodo Bezoutiano, ovver semplicemente per — g
la (1), e per G la (D), a norma del metodo Newtoniano:
aell’uno e nell’altro modo, sottratto un prodotto. dall*altro,
si: trova

(f) (Hg 3G )z + Lg + 3G = o

dalle quali due equazioni di primo grado si cava

(HL—3y°H) (Ly—3y6 ) — (Hy -+ 3G F =0,

che, per esser G =3y (y*—p), H=—38y*, L=g—3y,
porge svolta

yv_%“{,ys_ﬁ_%_‘,ﬁ).s_;_.m., L5 3;5%,= o
ciog y(N).

Dunque il fare per le due equazioni (C), (D) un calcolo
particolare pit ristretto ed accomodato , sia giusta il Bezou-
tiano, sia giusta il Newtoniano metodo, non serve ad ischi-
vare nella finale di eliminamento ogni alterante fattore. E non
& maraviglia, partendo il calcolo particolare dall’innalzamen-
to di (D) a £(D), nel qual modo la stessa final Bezoutiana
(#) produce y(y— p) (N): la particolariti pertanto, e con-
trazione del calcolo fa sfuggire il fattore y*—p. Ma non vi
ha altra via di oftener col metodo Bezoutiano esattamente la
finale (N) che di discendere dalla (II) alla (D) con fare P=0;
via, che ha del pari esito felice nel metodo Newtoniano,
convertendosi per la posizione di P=o il G in g+ ela(A)
essenzialmente xnella (o), nella (N). Si renderi manifesta al~

lo
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lo seuarde tal differenza dei due distinti modi di applicare
© S % "

alle equazioni (G}, (D) le finali (), (4) con lo svilappo che

procedo a fare .

§. 1

Doppio ordinato seiluppo della finale Bezoutiana (0), ¢ doppic
finale indi dedotta per il caso di due equazioni,
una di terzo, Paltra di secondo grade .

Per isviluppe della equazione (o) ¢ chiaro altro non vo-
lersi significare che lo estenderla nei coefficienti proprj del-
le equazioni (1), (H), dalle quali fu derivata, rimettendo in
lnogo delle compendiose specie G, H, K .... i loro valori.
Una ihrragine di termini ne nasce: a tngiicr la confusione,
e rendere lo sviluppo utile conviene disporlo con qualche
ordine . Primieramente io lo ordino cosi

3 (¢) P*DI=P2QCDe +PQ*BD3 —QIAD® +RIASD -84

i l +P'R(C*D—3BD")  —PR*(sACD=B"D)  -+Q°RACD —Ri3AC

| —P5(CP—3BCD+3AD?) —P5*(3ABC—B'—3A%D) —(*S(AC*—2ABD}+-RS*A*D
—PQR(BCD—3AD*) —QR*ABD =0

: +PQS(BC*-aB*D-ACD) —QS*(AB*—3AC)

. —PRS(B*C-2AC* -ABD) +QES(ABC-3A°D)

Il secondo ordine & di questo inverso

j (") SPA’—S*RAB +SR*A*C =RPAD +QPADY
il +8°Q (AB* —32A°0)  +SQ*(AC*—2ABD)  +R*QABD —Q*FBD*
i +S*P(BABC—B*—3A°D) +-SP*((P—3B0D+-3AD%) +R>P(2ACD-B*D}+-QP>CDA
| ~SRQ(ABC—3A*D) —RQMACD =0
[ H ~+SRE(B*C-2AC?- ABD) —RP*(C? D—2BD*)

—SQP(BC*-2B°D-ACD) ~+RQP(BCD-3AD%)
Dal primo ordinato sviluppo fatto P=o, annullandosi i
tre ‘primi membril, per finale delle equazioni
(T) Az®+Bz*+Cz+D=0o () Qz*+Rz-+S=0
si trae

Tomo XVI. Nn
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— QA SRR - gIAR

= Q*RACD —R*SARC

— (P8 [ AC: —32ABD) -=RS*A"B

— QR=ABD o
Q8% (AB* —aA°C)

QRS ABG-34°D)

che & divisibile per A, fattore “che ‘'nél ‘aso delle due equa-
zioni (€); (D) & = r . 'Inténidendo questd finkle divisa' per A
la_segnero (@).

Dal secondo ordinato sviluppo, supposto 8=o0, a finale
delle due
+Bs*+Cz+ D=0 (1) Pz*4Qz*+Rz=0

LRAD + QA pID?
“+R*QABD —(*PBD?

- R°P (3ACD-4'BD) LLOPOD?

—RQACD ‘ =p
— RP*(C2D'—2BD?)

4+ RQP (BCD—3AD")

che ha il fattore D, il quale el caso délle due’ equiazioni
(C) =8 —pz 4=y (¥ —=p)=0,2(D)8yz" + By*s* — gz =0,
& =(y*—p). Divisa questa finalé per D segnisi (©').

Torneranno utili queste osservazioni su i ‘fattori alteran-
i, allor ‘chie di essi’ tratterd di proposito’.

ARTICOL O IL

Metodo di continio inserimento del Bezout, producente
o divisore inutile, o fattore alterante.

Prescrive il Bezout per il caso, che delle due equazio-
ni date una sia di grado pitt basso che I’altra, una modi-
ficazion del suo general metodo, che viene ommessa mei Li-
bri di Analisi, e che io, rignardando come un metodo a
parte, chiamo metodo & inserimento, & premetto qui al me-
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todo di continua, divisione, avendo questi due metodi qual—
che cosa in che si mngmngono, siccome in n]tro vlncnlo si
Jegan quei di i di . edi
Qualora pertanto le due equazioni date sieno dxffercun o
grado, I'una di grado maggiore 1z, I altra di minor grado
m, ordina Bezout, che dopo aver moltiplicato la- seconda
per s°—™, e dopo 4’ aver procurato, con I esposto metodo
di uguaghamento ordinato e contibuo, un pumero. @ di
equazioni di grado n— 1 si sostituisca in ciascheduna di que-
ste il valore :h z™ tirato dalla men alta delle equazioni da-
1e, e si rinnovi la sostituzione sino a che in tutte le pro-
curate equazioni z si abbassi aila potenza 2=, con che si
verrd ad avere un numero 2 di equazioni di grado m—r,
nelle quali considerando le putenze di 25150 a0 CoF
me tante incognite diverse di primo grado, si compnerﬁ con
1 andamento di eliminazione usato per queste 1’ operazione .
La rinnovata sostituzione del valore di 27 tratto dalla equa-
zione data di grado minor / nelle progurate di grade 7—1
sino ad abbassar queste al grado m~—1 & cio che io chiamo
continuo inseximento . i

Nel caso di n=3, m=a ingiunge il Bezouz di sosti-
tuir subito nell’ equazione di terzo grado il valor di 2* en-
vato da quella di secondo, con che essa di terzo discende-
rd a grado secondo, e di tornar a sostitnire per deprimerla
al primo: il che fitto, se traggasi da questa equazione di
primu grsdu il valor di z, e si ponga nella data di secondo,
la eliminazione di z sard speditamente ottenuta .

Sieno in generale le due equazioni una di terzo , Paltra
di secondo grado :

(I) Az*+Bz*+Cz+D=0. () Q*+Rz+5=0.

Inserendo nella (1) il valore di r:-‘"‘;"s tratto dalla (III),

ARe>
si ha __; (C—E—%)x-&-n—%sv:o, ed inserende

di nuove viene
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4 » BS RS
(C-—f‘—b—iﬁ-l-ﬂ)za-D—?—!-

Qo oQITHigr

ondele =i —g ik Lo
C— T
il qual valore di z inserito nella (ITT) dona

B8

5 (D__ns ARE)

P

o(p=
ed eseguito, e mol
prodotto, che g

cato, ;per,Q il quadrato, effettuato. ik
ien dietro , scancellati ijtermini che si

. " 3 4
distruggono, trovasi resultare T (8) 5 dove il divisore Q° non

reca alcun vantaggio, poich# @ supporrve ché deprimesseil
grado dell’ equazione ©,dividendone tutti i terminiyconvers
rebbe in radice supporre per Q. divisibili R4S, ¢
ziome (IIT) alla sua piu.semplice: espression’ non
dopo ciascun inserimento, invece:di: conservar le [razioni,
tolte le avessi, riuscito sarebbe Q* (O}

ARTICOL O-IIL

Metodo. di continna divisione proniosso nella teoria -
Produce tutt insieme; e divisore comunemente inutile e fattore
alterante

1l & Alembert nella Enciclopedia all articolo-fiea

accenna che due metodi, une iche dir sivpué di
gone ed inserimento; altro che di conti
amo, e di cui mi propongo adiun tempo promover
teina, e notar il diffetto . SBuppone il celebre Enciclopedista’;
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che le due equazioni date sieno disgrado:differente, oppure,
essendo dello stesso, che con la liberazione , e separazione
delle massime potenze dell’ incognita’da eliminarsi, e col pa-
ragone dei valori loro, se ne sia proourata una d’inferior grade.
8i divida I'equazione di grado pitr alto per quella di minore
data o procurata , questa per:il residuo; questo. trasferito. di
divisore in dividendo per il residuo secondo, e cosi via via
il residuo secondo. dividasi ‘per il terzo, il terzo per il quar-
to ec. sino a giungére ad un residuo senza I"incogoita che
si vuol eliminata, e sard appunto tal residuo uguagliato a
zero Pequazione libera da essa incognita, che si desiderava.
Questo metodo, che &in sostanza quello del ritrovamento del
comun massito divisore , ha sopra quelli sinora esposti il pre-
gio di-camminare ad una pit‘chiara luce del principio intrin-
seco ad ‘un problema eomprendente’ due incognite, ed espres:
so per due equazioni . Queste equazioni sono due condizioni
del problema che si devono insieme avverare, cosi che se
espongasi:-per Y ‘una: funzione: di y , che esprima il valore: di
z soddisfacente: al problema, sostitutto Yoin lnogo di 'z nelie
due: equazioni ‘deve tender vera i’ una che’ Paltra . ‘Dunqiie
oy divisibili per z—Y ossia z—¥ sard comune lof
divisore. Se il problema ammette diversi valori di 5, ed al=
trettanti yalori diversi di # corrispondenti, Pequazione z—Y=06
dari per cinscheduno dei valori di y introdotto in Y il co
spondente valore di 23 rappresenterd per conseguenza z—Y:
tutte le covrispondenti soluzioni, e ritenendo per qualunque
delle. determinagioni. diyJa proprieta di esser comune divi-
sora delle ‘due equazioni date me sard un comun’ divisore: i
primo grado, ma: vario, odivsi'voglia multipollente. Nella
continuata divisione said esso I’ ultimo divisore, ed il residuo
della- divisione  prer 'esso fattay il epual sard privovdi 5y essen-
do ugnagliata avzero verrd ad wessers Pequazione dn solay
che di questa: determinerd i diversi valori. Se per la'maturs
del jproblema ad.un valore di y potra corrispondere un viloe
doppio’ di‘z, il divisor comune delle due: eqaazioni sard un”

entrambe sar:

o
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equazion di secondo’ grado z~-Yz 4 Y=oy & se i valori di
¥/'possano ‘essere pilt di urio, ‘questa equazione sard un divi-
sor comune delle due del problema doppiamente vario}’o
multipollente . Gosi vadasi discorrendo se per natura del pro-
blema ad ogni valor diverso: di y corrisponder potessero ire
quattro . ... % valori di 'z il divisor comune sard di grade
n. esara esso Vultimo divisore della continua divisioney elog
1a-si fermera I operazion del dividere, inaspettatamente e di
repente ‘da un dividendo a 2" saltandosi ad un residuo sen-
za z, annullandosi da lor medesimi ‘ad un tratto tuttii coef-
ficienti delle potenze di z inferiori ad n.

Veggo esser mestieri, che dopo aver cosi, con distingner

i possibili diversi gradi del comun divisore, promossa la teo-
via: del mietodoy la rischiari con gli esempj. Incominciamo ad
applicare esso metodo alle’ due equazioni .

(1) Azt~ Bz?+Cz4-D=o0. (IlI) Qz*~+Rz+8=0.
Dividendo (I) per (III) sard il residuo

= )]z+n_£ (=-%)-

e 2 ()]s
Dividendo (II) per (#) il residuo secondo senza z da porsi
uguale a zero sard
S AR 1S fgd AL
) sw?‘[“ 0}5“ UM)‘]_‘_ 0{"; oﬁ(” ciz]
~—ol-7) [o-7—30-7)]

Questa & a puntino la equazione, che si & veduto sortire dal

=0,

continuo inserimento, e si & osservato essere = Q—',(E}).E ben

penetrando si scopre la ragione dell’ identico successo . 1i con-
tinuo inserimento altro non & che una continua division com-
pendiata. Se nella divisione di (T) per (III) si  disponga ()
cosi: (Az-+B)e2+Cs+D=o, il quoziente del primo atto di
Az+B
Q
siduo di esso primo atto di divisione I effetto del primo in-
serimento, € con il secondo atto di divisione si ha il resi

divisione essendo , moltiplicato per (II) produce a re-
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duo () corvispondente all’effetto dell’ inserimento secondo.
Similmente 1’ inserimento del yalore di-z nella (II1) & un com-
pendio della divisione di (ILI) per: (). Ecco il vincolo, che
jo da prineipio accennai essere tra i due metodi.

Procediamo a: determinareé. per mezzo del metodo di con-
tinma divisione la finale dell’eliminamento di z dalle due e-
quazioni ambe di terzo grado,

(1) A2 +Ba2+Cz+D=c. (II) P2+Qz2+Rzs+S8=0.
Liberando, e lasciando soli in un membro li cubi 2%, e pa-
ragonandone i due valori, si otterrebbe I’ equazione di secon-
do grado

ﬁ({B}'uAQ)z’-e-(CP-AIl)z+DPvAS):K:;( He+-Li4-G ) =o,

essendo Hz?+Lz+G =0, I'equazionc (1) conseguita col me-
todo Bezoutiano, ¢ ol Newtoniano, uguagliande per la re-
ciproca moltiplica, di (I) per P, di (I) per A i primi loro
termini . Serviamoci della semplice Hz?+-Lz+G=o0. Divi-
dendo per questa la (I) si avrd un residuo (R') simile affatto
al (') cangiato Q in H, R in L, 8 in G, sard dunqus

(R')[C-‘*—M(B——)]z+D__(B_7)

e dividendo per questo (R') la He*+-Lz+4-G =0, si avri a
residuo (R"), ossia ad equazione ﬁnall.

fffe e

H[D—-%(B—%)] a

che con pazienza sviluppando, ¢ confrontando si trova

A A
=% (@) =i (@) .
Lcco una combinazione di fattore alterante, e di fattore de-
primente, ossia divisore. Ma egli & evidente essere il depri-
mente H* inutile, se tutti i termini di @ non sieno per es-
so divisibili, che & un singolarissimo caso.
Avanziamoci ad un esempio, in cui le due equazioni date
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abbiano un divisor comune di secondo. grado pex esser il pro-
blema di tal natura, che ad ogni valor di y ne corrisponda-
no due di z. Di si fatta indole sono le due equazioni

(IV) 2% yzr~va-+-b-2ay (V) &%y =f )22 ~yz+-b-{2a~f)y=0.
Avendosi q C=—y, D=b—zaay; P=1,
Q=y—1, =b—{2a—f)y, e per le generali
posizioni essc do H P—AQ, L=CP—AR, G=DP—AS,
ne verrh H=B—Q=f, L=C—R=0, G=D—S=—f,
e quindi il primo divisore Ha? «4= Lz 4= G = fz* — fy, ediil
primo residuo

(R) :.(—7+'r—;)z+b~ﬂ:my+y.y, vale dire b—aay-+y*.

Dunque I’ equazione y*— 2ay =& = o sard 1’ equazione fina-
le libera da z, che ci dard i valori ‘di y, e I”equazione
fz* — fy =04 ossia z* — y=o0-sard il divisor comune di se-
condo grado delle due date equazioni (IV), (V), il quale per
ciascun dei valori di ¥ ci somministrerd due yalori di 2.
Che z* — y sia divisor comune delle equazioni (IV), (V) si
vedrd cogli ocehi instituendo le divisioni : la divisione di (IV)
dard per quoziente z'-ky, e per residuo y* — aay - b3 e la
divisione di (V) dara di quoziente z 4y —f, e di residuo
¥ (y—f) +b— (2a—f)y, che per la elisione dei due ter-
mini — fir, -~ fy ricade nell’antecedente > — 2ay ~+ b, il
quale, essendo per ipotesi =0, rende ambe le divisioni per-
fette, e dimostra z*—y comune divisore delle due equazioni.
Accennerd eziandio la maniera di costituire in genere le
forme di due equazioni di terzo grado dell’esposta natura,
ammettenti ciod un comun divisore di secondo grado, qual
& 2 +Yz+4Y =0, intendendo per Y, Y, funzioni di y an-
che frazionarie . Supponendo le due equazioni desiderate es-
sere
(1) A+ Bzt +Cz+D=c. (lI) Pz*+Qs*+Re+8=0,
si cerca il conveniente rapporto tra le funzioni di y, A, B,
c,D.P,Q,R,8.
Per vender la determinazione di tal rapporto pil ageve-
le,
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le, & pit chiara, si suppongano A=P=1, e per non pre-
giudicar al tempo stesso alla generalitd si concepiscano, se
piace , le altre fungioni di y, ciod B,C,D,Q, R, 58 frazio-
narie . Confrontando z* - Yz -+ Y con Hz* +Lz+G, e mo-
dificando giusta 1 ipotesi di A=P=1 i generali valori H,
L, G, si vedrda essere 1=H=B—0Q; Y=L=C—1R;
Y'=G=D—§. ‘

Ad esser poiz® 4+ Yz-+Y' esatto divisore delle due equa-
zioni (), (1), dovendo nel residuo (R’) annullarsi da sé il
coefficiente di z, ed essere I altro termine una funzione di y
(che segners Y") da potersi costituire in equazione , si avri

c—Y—Y(B—Y)=o. D—Y(B—Y)=Y"
Cingue sono le equazioni, © sei le determinazioni da farsi,
onde una resta libera, ed arbitraria: sciegliamo a fare B=Y":
saranno quindi
BeY"s G= Y Y(Y" —¥)3 D=Y (Y= Y)+ "
Q=Y"—1; R=Y+Y(Y"'—Y)—Y;8= (Y=Y )+ Y=Y
e percid le due ricercate equazioni saranno
P PR (T ¢ (Y —X)]z+X (Y'=Y)+T"=0,
(Y1) YT (V=Y ) =Y ]o+ Y (¥"—Y)—Y+1"=c.
11 comun lor divisore sard 22~ Yz +.Y', ed il residuo di am-
be le divisioni determinante i valori di y sard Y'=o03 € per
ciascun di questi valori di y I’ equazione 2* ~+ Yz+Y =0
dara due valori di z.

ARTICOLO IV.

Metodo di continua condizione dell’ Eulero , di nuove viste .
¢ finali equazioni arricchito producente fattori alteranti .

Da quello del metodo di continua divisione non & diver-
s0 il fondamento del metodo dall’ Eulero proposto nel volu-
me dell’ Accademia di Berlino per 'anno 1764. Ma Eulero
vi aggiugne un nuovo luminoso riflesso, e ne fa un nuovo
maneggio, di cui di un esempio in due equazioni, una di

Tomo XF1I. 0o
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terzo, I"altia di secondo grado. Sieno

(1 33+A—’z’+;z+§:o (L) z‘+%z+%=n.
Dovendo le due equagioni verificarsi insieme , ciod I'una e
Paltra per un certo valor di z, qual esprimasi per Y, do=
vendo per conseguenza ambedue le equazioni contener a fat-
tore z.— Y, d’altre non si tratta in cercare una equazione
senza 7, e solo composta dei coefficienti -5, E, gl | 7

ATE RN QUG
che di determinare il rapporto di questi tutti in fra di loro,
onde la condizione esposta abbia realmente luogo, ciod sia
effettivamente z—Y fattor comune delle due equazioni. Ke-
co in fondo, ed in ultima analisi Poggetto della eliminazio-
ne di z: determinar I’ equazione , che leghi in tal continuo
rapporto i detti coefficienti tutti, che si avveri la condizio-
ue accennata; egli & di qui che io ho preso il titolo dato a
questo metodo di Enlero di continua condizione .
Si ponga pertauto

(I) za+%s=+ %z+%=(z‘+g:+."z}(z—Y).
(1) :’+%:+—3~=’(z+f)(z—-Y).

Moltiplicando reciprocamente (I) per 21, e (I11) per 22-+gz-4-,
dovranno i prodotti riuscir uguali, siccome ambedue =z — Y.

Paragonando quinci i coefficienti dei termini simili di
essi prodotti, si avranno le quattro equazioni
s R B Rar e - )
1. 6+5“I+f‘ 2. 6"'65"""_?* Af.
D
DR

D e AR
o8 Qb=1+ﬁ'f' 4 Ek—ﬂ s

per meézzo delle quali, discacciate Fogslkes siootterra I? equa-
zione desiderata: e siecome il discacciamento si fa con un
continuo processo, che va continuaments legando fra loro
nel rapporto alla mentovata condizion necessario i divisati
coeflicienti; cosi giusto mi par, che sempre meglio apparisca




Dev 8o, Pietro CGossars . 291

il titolo di continua condizione, onde questo metedo ho di-
stinto . Il calcolo poi per gingnere alla bramata equazione ,
espulse f, g, /i, & agevole e senza ostacolo veruno, non aven-
dosi a maneggiare che equazioni semplici. Tratta dalla 1.° la
espressione di f, e trasportatala nella 2., ‘e da questa cava-
ta espressione di /2, ¢d introdotte le espressioni di f, e di
L nella 3. si troverd

Sl

z S S i i

g=I_R_thﬁ)_« che porrd = & ——.
6(3 x —(‘q‘—:)

E con le medesime espressioni di f, ed % introdotte nella

4.2 proviene

s (082

2 gl 3 $i—oBiney
= ——?—2—, che porro et
[ '_ S

onde ne denn

By D 3R
2 e R e S e T
Che se confrontisi, trovasi essere la equazione fornitaci dal

g (8).
Ommette I’ Eulero la determinazione di Y rappresentan-

te il valor di =z soddisfacente ad ambe insieme le ulu.mum,
gmsta che il problema esige. Prendendo a supplirvi, per
maggior comodo, in luogo dei coeflicienti fratti sostituite del-
le spezie intere, rappresenterd le date equazioni (I), (ILI)
€081 2

(1) #*+az*+Bo+y=o0. () 22+ ds+¢
Or si osservi che essendosi supposto

2 dze=(24+f)(z—Y)=22+(f=Y)z—fY,
si ha conseguentemente fY =23, —fY =¢; onde

ol g Dl
I=f—5="

continuo inserimento divisa per A°Q; onde (Z)=

v ¢ w
Ma ot g=d—riii— L =2 oy fopr,
:

B~
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w =t
“ T du—t  Bi—u

Dunque Y =—

ERy t a(F—a)+y __-L_n:.q—a)_.ay
Devesi riflettere , che il T e P eyl

Per lo che trovasi, che la quarta espression di Y, vale di-

re T—~, coincide con la prima F-—: cosicche di quattro si
-

riducono a tre: Y= —f =—Z=—_ % . ¢ pi} distesa-
u ¢ Fu—t
il (B—a)+y a t(;—ﬁ')+8y s[§(F—a)—(cs—5)]
T T i—a) = (s=0) *  e(d—a)wy  P—ap-de—b)—e(d—a)—y

La terza espressione , se ben attendasi, nasce dalle due an-
tecedenti , moltiplicando il numerator della prima per &, e
dal prodotto sottraendo il numerator della seconda, con che
si ha il numerator della terza; mnluphcandﬂ il denominator
della prima pavimenti per &, e poi sottraendo dal prodotto
il denominator della semnd;, e la differenza costituisce il
denominator della terza. La ragione ' intende da una equa-
zione, a cui ci conduce la gid notata coincidenza di "T_-:k';
—wm__ H=u
u Tt
cioé la struttura della terza espressione, che ho deseritto.
Dalla equazione sz = &#¢ — v tirasi anche 1'ecipru[:umenta
8t—su

con —. Di qui cavasi eu=20f—uv: dunque

v
. Per la qual cosa essendo —==

Ot —eus onde = -

, £ Bt —an T
sard —~='"—— e quindi l“:u(ﬁt—su).

Ecco in breve forma la finale equazione (Z) costrutta

v 5 t : P
pelia sola frazione — o senza che vi entri il numeratore @

1 v
della frazione — .

Poiché per Y abbiamo indicato il valor di z, avremo di
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questa tre espre ssioni

ST T o oo
e s £ =i

Combinandole a due a due si scopre tosto che la combina-
zione della prima con la seconda, e quella della prima con
la terza coincidono in dare # —u (dt—eu)=o. E la
combinazione della seconda con la terza si trova produrre
3[# —u(dt — su)]=o0: laonde abbiamo da tutte e tre in-
sieme le combinazioni
() #—u(dt—eu)=o0. (2)=2&().

L’ equazione (£) dard i valori di y. Giusta il numero loro
ciascheduna delle tre espressioni di z prendera un numero
di determinazioni diverse, ma per ciascuno ciasouna la deter-
minazi edesi ossia il medesimo valore. Le tre espres-
sioni di z pei primitivi coefficienti delle equazioni (I), (IIT)
saranno

22l o

A A

_EjEET ="f5_(£_£ ,,.Q =i
i QTR AT i ¥

Applicando il trovato sin qui alle due equazioni (C), (D),
si avri

—g+3 (2 =p) Byt — gy 3 (>
gt | E Rl = i; y}; ar il ’s“ p):‘
S5y s &
Fu—g )(J)’ PJ; 3 : g5 eu Sy ( P];

FEs :1‘4-3‘_:‘(?‘_—]4)—3,:77_

¥ ; onde

150y ‘—FW) ,%f:w"*'ﬁ i EJ’—FHW)')

: = 42 g3y (r*=p)
TG(""“’?U"—W) ";’(—V+3J'(1’—P)} b

I’ equazione

z
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) —g+350*=p)\>_ [q+3r (7 =)\ (g3t 0P —P)=Spp) _
= 3 T 3y ETrD T

E svolgendo si vedri essere (3) = (N] e quinci (Z)=y (Z)
il

Si pud trasferive il caleolo fatto per le due equazioni (I),
(i), la prima di terzo grado, Paltra di sacondo alle dus di
terzo (I), (II), deducendo prima da esse la pii volte usata
di secondo grado (1) Hz* + Lz +G=o0.

Trasportando dunque il calcolo dalle due (I), (TH) alle
due

ﬂa]-

B

G D
I 5.(. P D=0, (I 23+.J_i.z+£—_c=
A i

P 5 .R. . {
con sostituire & in luogo l]l =; = in luogo di TJ si otterrd

G a\fefe ¢ o
('\)[ {n ﬁ) ‘\] [ll(H iy '_( _E)][F( '} ] n v
che si uguaglia al (R"), a cni |1 metodo di ‘continua division
termind , diviso per HA®; e percio (A)= F ().
8e si desiderano le tre espressioni di z, esse sono:

L n) D e} (G C) DL
T\RTX _A\wWTE/TEm
G(L_B) D
1\) {___) E(E_T)*’K
GIL(L_B a
HE (——x)]
D
H) u A) u _I
La combinazione della secon&a con la terza espressione dona
A B I
) =3 ()= (@)
Ma cerchiamo la finale di eliminamento per-le equazioni

B G D Q R 8
3 L L Jop S il
{l}z—&-A + FE+y=o (l])s+Pz+l,z+P70,

applicando loro il metodo di Eulero immediatamente..
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.’\ nm&,ma Lonuodu perd si faccia
. L
—»B +=0C ’T_D -——Q
onde sieno
(1) 22 +B2+Cz+D'=0. () #*+Q2+R=z+8
E si ponga inoltre I —§'=¢', B'—Q =H', C—F}
Dopo cid concepiscasi
(1) 2+ B2+ Cz+D=(z"+gz+h)(z—Y).
() 2~ Q22 +Rz+8'= (2 4-ez4f) (s —Y)5
si avrd per conseguenza
(2B Clz--D )z +-e5-+f ) =(z7+Q'z°+R'z+8) (z°+ gz-+-71) .
Esegiti i prodotti, il paragone dei coefficienti di ciascuna
podesta di z nell’uno e nell’altro somministrera le cingue
equazioni
1B e=0Q+g.
=R +Qg+4.
32 D'+ Ce+Bf=8+Rg+Qh.
42 D'e+ Cf=Sg +R%.
54 Df=8%.
dalla 1.* ricavasi e =
dalla 2.* £ L'+ BH — Hg + k3
dalla 32 Hh=CH' — G +B'(I/—BH')—(L'—BH') g5
i D' 46! (L'~ Bl )
L(L'—BH)+H (CH —G')
B 1(C
T DE 4G (L —BH)

AN Y
che porrd =B'——,

dalla 52 g=B'

£ —uv=o.

E cosa degna di osservazione, che se invece di trarre
dalla 3.* equazione il valor di /, si tragga quello di g, e poi
dalla 4. e dalla 5. si cavino due valori di h e dai loro con-

che porrd =B’—i: ; onde

fronto si derivi I'equazion finale, ricsce essa 8“—“0)“0

Di fatto dalla 3.0
_ GH'=G'=Hh

T e
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dalla’ 42

: R T

S (nu—uu-.ﬁ,w) (i mssio i

s gty 7 il
i T (L —BH )+ H(CH —C) i

dalla 5.

(L' —B'H) ( DL =08
h=

DR G (L —BH')
ety L (U=BHY
Dunque uguagliando, proviene - (#—uv)=0.

Si scorge, che la via migliore, vale dir conducente ad una
finale pit semplice , & quella, che piu ritarda le frazioni du
denominator complesso .

Lt—Gu

s L G
Faro osservare che v= = F— i onde 5 "

He

3 £ sl
quindi Iequazione — =, dalla quale/fu inferito £2—uv=0,
u

si converte in H2 —u(LE—Gu)=o.
Dal supposto =3+ B2+ 05+ D' =2+ gz ) (z—Y )=
33+(g—-l')z“~,-(fx—g)’)z-h‘{ si traggono tre espressioni di ¥
oA

Y=g—B=

Abbiam veduto sopra cavarsi dalla terza equazione la re-
lagion di g, /2, cioé H'fz_C'H'—G‘+B‘(L'A—ABU')—[L'—B‘E-I")g.
Secondo i due valori di g si tireranno i due corrispondenti di &

h=g(CH —G)+ C(L'—BH).;

o (CH—G!) +
Distingusndu i due valori di g per g gsei due corrispons
denti di % per hy i, sei pare che ne dovrebbero provenire

(L —BH). .

le espressioni di Y; ma la sesta :T- coingide con la. prima
i

» — B', onde ristringonsi a cinque
g g q
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Rimettendo in luogo delle spezie accentate B', CG', D'.....

A . B.C D . 3 0 D
i coefficienti fratti I’ = I oo sl troverd G'= e
DT‘A;AS A':P, H= AP, L'= 5, e la compendiosa equazione

 —uv=o0, si stenderd nella

)] [on_'_G(L_.E")] [L(L_E‘.) H(c—]{_(;)][ C(%—G)]

la quale & m; (R') =H(e),
Paltra squazion Y;"' (L'— BH')(# — uz)=o diverrd

&(L_“A_”)(g)=(1.—¥) o) segnisi ().
Le cinque espressioni di Y, e conseg; di z, saranno
Do (1-20)
B ()
e
o=
Dn( o)
G o e

_G)_

(DL GG)( ]!l’{) DHO

_BG_——“ o
T-7)(-T)e(F-0)

La combinazione della prima, e della quarta dona la equa-
zione (Q); e la combinazione della prima con la terza produ-

E=Y ==

DL,
A

ce la equazion (Q): poiché la espressione prima & la g—%,
Tomo XFI. Pp

(]
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—-D
con cui si & notato coincider Ia = per tal motivo qui om-
=D
A

messa; e Ia terza & la ; dunque la combinazione della

gt

prima con la terza & quanto prendere donde i=F!,

che & ’uguagliamento, da cui si cavo sopra la (2). E chia-
ro che il numero delle combinazioni delle cinque espressioni
di z a due a due monta a 10, ed altrettante offerirannosi
equazioni finali. B di pib a viflettersi che similmente dall’
equazione

234 (g Rzt Sz pzetf ) (2 Y )=t o= ¥ )22 e Y of X
si posson trarre cinque diverse espressioni di Y, ossia di z3
e per conseguenza altre ro finali equazioni, Che
giungendo queste cinque nuo
que, il numero delle combinazi

i con-

espressioni con le altre cin-
1 di tutte e dieci fra loro
a due a due, e del pari il numero delle finali equazioni
ascenderd a 45. To non mi prenderd la pena di formarle, e
sott’ occhio stenderne la schiera. Bastano al mio scopo le
due (Q), (@) rendendosi per esse a sufficienza palese che
questo metodo di Ewlero, scorto da una luminosa considera-
zione su P'ultimo oggetto dell’ eliminamento, non gode perd
il pregio dall’ esimio Autore creduto, di schivare i fattori
alteranti; che anzi la finale (Q) reca seco un fattore pilt
complesso, che qualunque altro, da cui affetta presentata
si sia la finale di qualsivoglia dei metodi superiori .
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ARTICOLO V.

Metodo di prodotto non producente che divisori, ma
comunemente inutili .

i
Fondamenti del metodo per U Enlero. Calcolo di lui.
Cose desiderate alla perfezione di esso.

Se bella e profonda iden su I’intento della eliminazio-
ne, e I uffizio dell’ equazion finale produsse I' Euiero mnel
volume dell’ Accademia di Berlino per I’anno 1764, belle
© profonde viste sul rapporto delle due equazioni a due in-
cognite premesse avea nel volume per I’anno 1748, e meto-
do pint felice aveane ordito. L’argomento della Memoria non
& espressamente I’ eliminazione, ma un argomento affine, ¢
porta essa il titolo: Démonstration sur le nombre des points,
ou deux lignes des ordres quelconques peuvent se couper. Cio
che vi & d’'incidente, divenendo I’ essenziale al mio proposi-
to, & cid che io debbo estrarne . Sieno le equazioni

(£) 2P o=t faia pgeti=dp Gon—t =0

(K) z* ez - s = it LT =0
le quali faccia mestieri combinar di modo, che ne risulti
una , la quale non contenga pin la lettera z. Si comprende
tosto che il valor di = risultante da una di codeste equazio-
ni deve essere ughale al valore di z risultante  dall’altra .
Danque se Puna e Paltra equazione dia pit valori di z, le
due equazioni proposte potranno sussistere insieme, se un
yalore qualunque di z dato dall’una sia uguale ad un valore
qualunque di z dell’altra. Supponiamo che tutte le radici
della prima equazione sieno @, b,c,d,....al numerom, e
le radici dell’altra sieno o', &'.¢', 4 ..... al numero n: egli
& chiaro, che Puna e Paltra delle due equazioni proposte
avrd luogo in tutti i casi, che una delle radici della prima
equazione (&) sard uguale ad una dellaltra (K).
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Fsse due equazioni si possono rappresentare cosi:
(8) (z—a) (z—b)(=—¢c) (s—d].....=0
K) (s—a')(z=0)(z—¢) (s—d).....=0.
E da tal rapp tazione rendesi ifesto, che se a=¢',
il valor z—a=g¢' soddisferd all’una e all’altra equazione, ¢
che accaderd 1o stesso se' a=5"od a=¢', od a=d ...\
Similmente il valor 7= soddisferd all’una ed all’altra se
b=a', se =¥ se =¢'". ed il valor z soddisferd ad

ambedue le equazioni se c=a', se =J5', 56 =c', s — o AL
Ed & evidente, che tutte queste combinazioni insieme rac-
colte rappresentano tutti i casi possibili, ne” quali le due pro-
poste equazioni possono sussistere ad un tempo .

Poiche dunque I’ equazion, che si cerca per mezzo dell’
¢lithinamento, comprender deve’ tutti i casi possibili, ne’quali
un medesimo valore posto in luogo di z soddisfa ad un tem-
po all’una ed all’altra equazione, egli & palese dover essa
contenere tutti i casi ‘motati, e percid sard ella composta di
tutti questi fattori,

(a—a')(a—b)(a—c){a=d)....
(bwa')(b—b'](b—c')(ﬁ—cf}..”z
(e=d)(c=&)le—2C)(e—=T)....
(A=) {d=F) (d—&) (2=} S
L poiché in questa equazione mon si trova pin 2, dungue
essa stessa sard la equazion cercata per l'eliminazione, rac-
chindente tutti i casi, ne’quali le due equazioni proposte
possono avere una radice medesima .,

Avendo pertanto supposto
(K)so+aizn—rBie—ray/z™=3 rr =z (e e~ (s=2).. =0.
Sostituendo, successivaments in luogo di 2 nell’nno, e nell”
altro' membro @, b, ¢, 4 .. .. avremo, siccome ‘dal secondo
la serie dei fattori esposta, cosl dal primo questa

(a*+aar—" 4By dar . . S+

(00 @B - By B S A7)
(erdo=+ o+ Fo— . 21} =0, eb.
(&2 ddi—i e Bl =y =S - F =4 L .+-;’))
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che saranno in numero 7 giusta il numero delle radici del-
la prima equazione (&), e il cui prodotto comporrd parimen-
ti la cercata equazione finale dell’eliminamento .

Egli & altresi evidente, che siccome scambiando le equa-
zioni invertir si puo il calcolo; cosi Ia stessa equazion finale
rappresentar si pud sotto la forma del prodotto

(87 40" 4 B/ -y =3 4 Jalmh . +0)

(B ab ™= - G =S =t L+ 0)

(™4 ae™ 1 fo™=2 o ™ —3 - Jim—4 L+ 6)

(2% +ad®=!+fd=—> +yd ™2 +3dd™=%.....+0) ec.
Il numero de’fattori essendo n, quale il numero delle radi-
eia,b,¢,d.... dell equazione (K). Scielgasi ad effettua-
re il prodotto primo . Vi nasceranno varie potenze, e varie
combinazioni delle sconoscinte radici @, b, ¢, d . ... molti-
plicate fra loro. Ma per la teoria delle equazioni si ha

—a=a-bt+c+d....

B=abac+ad.....+bc+0bd...+cd...

—y=abctacd........+bed ...

d=abed .. ..

B per mezzo di @,8,7,08.... si troverd di poter esprimere
le somme delle altre potenze, o degli altri prodotti di esse
sconosciute radici, come il dimostreranno gli esempj. $’in-
cominci da due equazioni di secondo grado
le radici supposte
Z+az+f=0 a, b
2 az + =0 as b
dunque per esser m =n =2, I'cquazione, a cui I’elimina-
mento condur deve, sard
(e*+da+§) (b +ab+§)=0,
che sviloppata dard
@0 -dlab (a+b) +f (0P 407 ) 4-a ab 4o §' (a+b)+F"=0.
Or avendo @ +b=—a, ab=48, sara & + b* = 0*> — 2§;
per conseguenza la equazion cercata sard
B —d'af +§ (6> —a8) +o B +ofa—+|
Sieno al p le due equazioni props di terzo grado
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Te radici; pupposts

b aPfrdy =0 gy die

z"we-a,‘s‘-#.ﬂlz-n-y:o Bl bl
I’equazion cercata priva di z sard
(B +a'a*+Faty) (B +al+§b+1) (a2 +Fety)=0,
che per lo sviluppo diverrd
@B Pwa b abracrbelrFabo(a w02 b )y (0 0P P Y
022t cab-c)+0' § abela*lb-+alP e orac+bror-bet)+a e b e
+0abe(@P b 'y (0% 402 B aP e 0P - B+ )8 Pabe
H? (@b 4 0%) - B (@%b G a -l A-be) -y
—+d*Fabe(ab+ac—+be)-+afy (a2b+ab? +ao+aci+bo+he?)
U @B +07 o+ bc ) By (@b ac—+be )+ @B abe (a--b-+c)
=By (@+b4c)+ay? (@ +b 4+ )=0
intorno al quale bisogna osservare che @ —+b+6=—a;
ab—+-ac-+bc=p; abe==—y; e le altre espressioni i trove-
ranno formate degli stessi coefficienti &, 8,7 nella gnisa che
SEgIIE
@D == 0" — 283 b 0B 4@ c+ac 1 b =—of 3y
@bt =—0P4-3af—3y; a’b-abi+adcracirblobei= -
@D +aP b= —aay; 03+ a2l e e O b b s —u By
@8 a7+ PP = — By 43 .
Applicando il tutto alle due

B ¢ Bl o8
O & +ze+=s -p%:o . (o) 23+%=°+ FE+F =0

con fare

=—,

R S
si trova AT(I'T (@) .

Mi sono dal principio ristretto a dire ordito questo me-
todo da Lulero . Perchi 1.° si desidera in esso una teoria su-
gli effetti del prodotto, la quale insegni a trovarli con certo
ordine perspicuo, senza la meceanica moltiplica; e senza av-
volgersi in una farragine di termini; 2. perche vi si deside-
rano le formole gemerali per ridurre ad essere espresse con
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i coefficienti @, 8, %, &.... le somme delle potenze, e dei
prodotti varj delle sul:pusle radici G, 2,¢,d.... Prima che
io vi supplisca vediamo i tentativi del Cmmr-r

§. L

Caleolo del Gramer
mancante di une esatta gencral dimostrazione .

1l Cramer dando I anno 1750 in Iuce la sua preclara opera
Introduction & U analyse des lignes courbes algebriques, vi
aggiunse un’appendice per csporre un nuevo suo artificio ,
ad isfuggire nella eliminazione i troppi imbarazzi, la lun-
ghezza ‘Iaboriosa de’ caleoli, e la soverchia altezza dell’ equa~
zion finale . Comincia dal presentare sotto una nuova for-
ma le funzioni di y, che fanno da coefficienti ai termini
delle due date equazioni ordinate per le potenze di z. Ec-
co come
(V) z2+[1]em="+[*] ™= +[1 a]z”‘-"-1—-[:4‘].-.”“"' —+[t"]=0
(W) (0) = +(1)='+(2) =+ (3) = +(4)4 .......... —+(n)z"=
significando ciod con 1, 1*,'1%..,. chiuse tra le parentesi
quadrate le funzioni razionali d) ¥, che moltiplicano a mo-
do di coefficienti le potenze di z in una delle equazioni da-
te (V), corrispondendo i numeri posti in capo all’ r ai nu-
meri sottratti da 72, essia co’quali vanno abbassandosi le
potenze di z; e significando con i numeri progressivi o, 1,
2,8..... chiusi tra le parentesi rotonde i coeflicienti delle
potenze corrispondenti o, 1*, 2*, 3*.... di z nelP’altra
equazione (W) . Suppongansi ora @, b, ¢, d.... le radici in
numero m dell” equazione (V). Trasportata ciascuna nell’ equa-
zion (W) ne nasceranno numero equazioni

(0) @+ (1) @' + (2} a* 4+ (3) &P+ (§) & . . . .+~ (n) @"=0
(0) B0 (1) b* == () b* 4 (3) B3+ (4) % . . . .+~(n) B>=0
(0) e~ (1) ct4-(2) ¢*+(3) P+ (§) ¢t . . . .4~ (r) "=0
(o) d*+(x )ﬂf'+{2)d°+(3]d’+(4]d*....-v-(:s)d":o ec.
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il prodotto delle quali costituir, I’ equazion finale di elimi-
namento. La, prova che Cramer ne adduce; mon & che un
ristretto della dottrina dell’ Enlero sopra recata . Ma qual sa-
i il contenuto di tal prodotto? come assegnarne senza I'at-
tuale moltiplica I’ effetto ? Cid & in che si adopera il Cramer.

Si distinguano in ogni termine del desiderato prodotto
il fattor primario, ed il fattor secondario, intendendo. per
fattor primario il prodotto dei coefficienti (o), (1), (2)
¢ per fattor secondario il prodotto delle radici @, &, ¢..4.

In quante maniere possono combinarsi a due, a tre, a
quattro ec. le potenze da 1 ad m dei coefficienti (o), (1),
(2),.(3) - . - . con legge, che il prodotto sia sempre del gra-
do m., tanti saranno i fattori primarj.

A determinar con ordine queste combinazioni si comin-
ci dal prender la potenza m®"™* del; coefficiente (o) seriven-
dola cosi {o7); si combini poi la sua potenza m— 19472 con
ciaseun aliro coefficiente scrivendo (6™—*1), (0%—a)... in-
di si combini la potenza m— 2" di esso con due qualun-
que degli altri in questo wmodo (0721 .a), (07720 ,3) v v
cosi sino a non restarvi tra le parentesi che un o combina-
to con un numero m— 1 degli altri coefficienti.. Si passi ma-
no mano a far il simile su ciascun altro coefficiente con or-
dine, avvertendo di ommettere le combinazioni git vute in
altra serie, A ciascun fattor primario corrisponderd il suo
secondario , poiché supponendo farsi la moltiplica delle nu=
mero m equazioni, egni coefficiente nell’andare & combinar-
si o seco Ini; o con qualunque altro da una in altra. equa-
zione, ¢ dal prodotto di due in una terza, ¢ cosl via via,
porta seco la potenza corrispondente della radice @, b, c. . .-
a cui fa da coefficiente. Accio meglio 8’ intenda, sia ;=) 3
1l fattor primario (0 .o0. 1) avrd seco unito il secondario
21400 - a2h7¢® + @°h°ct =@ b ~c . Al fattor primario (r.2.3)
sarik accoppiato il secondario @'bie’ +a’b'c*4-a’h'g 5 e per 1
fattor primario { 1 . a . 3 ) sard moltiplicato il secondario
@B @b + a3 = ab + @'B et + @%8%' . Ma come

espel-

———
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rapaih::e generalmente le sconosciute radici a,b,c,d
oenstituenti nelle varie combinazioni' delle potenze lovo i fat-
tori secondarj 7 Riflette primiernmente Cramer che , essendo
per ipotesi aybyesd .V letradici dell’ equazione (V) , per
1a teoria delle’ equazioni ne segue essere a-+b¢ it =[1]
coefficiente ‘di ™= in ‘essa (V) ciod il fatfor secondario del
primoario- (¢"='1 )={r]; il fattor secondario del primario
(o™it )=ab+acad .. .be4bd . wod i =[]
il fattor secondario del primario’ (o™ —%1.1.1)=abc+abd....
seded o =bed L. =(1%), e cosi di seguito, in modo che
ottengonsi immediatamente e senza 'calcolo per i coefficienti
dell’ equazione data (V) tutti i fattori secondarj che hanno a
primarj loro non altro che la potenza o™="ed un numero
di ‘volte 2 Pi. Dopo di che I"Autore insegna ad ottenere
con ording per i medesimi coefficienti l¢ espressioni degli al-
tri fattori secondar tutti'col mezao di an teorema che spie-
ga con un esempio.

Sia da trovaisi il fattor secondario del primario (6"*1.2.3);
si scomponga questo in due parti, ana delle quali sia (0™—*a)
fornita 'di una sola cifra'significativa; qual & 2 minore'di una
unita della massima 3, che vi ha nel proposto fattor prima-
rio; Paltra parte sia (e™—*r.7.2), che da esso non differi-
sce se non in quanto ln massima cifra 3 & cangiata in 13
‘onde ne viene, che la somma delle cifre significative nelle
die parti, ciok 2+ 141+ 2 riesce uguale alla somma delle
cifte significative 1 +a - 3'del fattor primario proposto.
Trendendo ora i fattori primarj per indici dei secondarj ri-
“spettivi si avrd 1 equazione
(7211 .2) X (0™="5a)=(o™=31 1 £)-+{c"—*1.2.3)+2(c"—41.1.2.2)
il cui vero senso &: il prodotto dei due fattori secondar)
dei primarj (¢™%r.1.a), (0®*a) ¢ ugnale al fattor secon-
dario del priwario (o®=21.1.4), pin il fattor secondario del
“primario (6%=31 .2.3), pit dune volte il fattor secondario 'del
primario (o™i .r.2,5). Il numero de’fattori primarj nel
secondo membro dipende dal numero delle qualunque cifre

Tomo XVI. Qq
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diverse, che sono nel fazitor primario moltiplicando del pri-
mo: membio : distingnendo, con tal nome quello de’ due di es-
s0 anembro, al quale date  sisono tante cifre s
quante ne. aveva il fattor primario proposto; e chiamando
quello, a cai attribuita se n’é una sola, fattor primario mol-
tiplicutore. Nell’esempiorecato il moltiplicando & (0"=%1.1.2),
in eui vi sono tre cifre diverse o, 1,25 percid tre sono nel
secondo. membro. dell’ equazione i fattori primarj. Per ogni
cifra di esso moltiplicando se ne determina uno :mcwscendo-
la del 2, che & la cifia unica significativa del moltiplicatore
(e"="2), ed accoppiando essa cifra cosi accresciuta alle altre
o semplici o iterate del moltiplicando lasciate nell>esser loro,
La cifra 2 aceresciuta di 2 doua 4, che associata alle due
1.1 del moltiplicando forma il primo fattor primario del se-
condo membro (0" 1.1 .4 ); aggiungendo 2 alla cifra del
moltiplicando 1 ne viene 3. ed accoppiandolo all’altro © ed
al 2 di esso moltilﬂimndo si ha il secondo fattor primario
(e"—%1.a.3); Paggiugnere > alla cifra del moltiplicando o
de 2, il cui associamento alle cifre di esso 1.1 .2 porta una
replica del 25 .e produce il terzo fattor primario ("=t (1.2.2).
Questo vien preso due volte, ossia moltiplicato per 2, per-
ché contiene duplicata la cifra 2, che nel moltiplicando &
wuplic E écncmlmemo se nel moltiplicando vi fosse nu-
mero, K di volte nna i
te in upo dei fatto

ero K== ¢ di vol-
imarj del seconde membro formati nel
modo esposto, doviebbe questo fattor primario moltiplicarsi
per K+ 1. Il secondo dei fattori primarj del secondo mem-
bro &, come si 4 di gid avvertito, il fattor! primario: pro-
posto, di.cui sl ¢ va il fattor secondarios eicosi ben pe-
netrando la regola compr i dover sempre avvenives, ciog
che tra i fatrori primarj del secondo membro dell” equazione
il fattor primario, dil el fu proposto trovare il fat-
condario. Trasportandolo solo da una parte si aved Iin-
tento, come nell’ esempio

(i) f07=21 2 3)={07—31 .t a)fom—1s

Lk
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1l significato della quale equazione & : il fattor secondario del
primario (om—%.2.3) & eguale al prodotto” dei due futtori
secondarj spettanti ai due primarj (o™=t va), (07=a)
meno il fattor secondario del primavio (o"—=%1.1.4), meno
in oltre il doppio del fattor secondario , cui per primario’ com
pete (o™ 1 .r.2.a). Nel caso, ad esempio, di m=3 sard
abet 4ot + athe 4+ ab’e + a?bie + o=

(ahe? +abic+a%he) (@ =+ b2 =+ c* ) — (@b +abie +abet) 5
essendo la serie dei prodotti nel primo membro il fattor se-
condario del primario (r.2. 3), a cui riducesi in tal caso
di m=3 il genemale (o"=%r.2.3); essendo I aggregato
abe® + abc 4 a*be il fattor secondario attinente al primario
(1.1.2); @*+8—+¢ il secondario del primario (o fatiany
e Paggregato athe—abte—+abet il fattor secondario relativo
,al primario (1.1.4). Il termine —a (o™ .1.2.a) non
ha luogo posto m =3 <4, e si vede chiara la ragione , ri-
chiamangdo a memotia la generazione i esso termine forma-
to: coll’ aggiunta del 2 cifra unica significativa del moltiplica-
tore (o™ 'a) alla cifra o del moltipl (o (o G0 AL
la qual cifra o da esso moltiplicando sparisce nel caso’ di
m=3 restando solo (1.1.2). Che I'equazione sia vera,
si toccherdt con mano eseguendo la moltiplica, e la sottrazio-
ne, che nel secondo membro sono indicate. Mi & piaciuto
i sciegliere a prova della veritd dell’ equazione (u) questo
esempio in luogo dell®esempio, a cui I'Autore I'appofrgia,
affine che dal termine ommesso apparisse In regola da tener-
imili. Conformemente a , che si & fatto sul
fattor primario (o”~%1 ,2.3) operando su qualunque altro,
del quale si desideri il fattor secondario, comincia do dal
fattore: primario pitt semplice, e ordinatamente procedendo
ai pii composti, si determineranuo tutti i fattori secondarj,
e si verriva capo di ottener Iequazione. finale dell’elimina-
mento. Ma non cercando’ Cramer del sno teorema una ge-
neral dimostrazione, il suo calcolo manca di un matematico
sostegno, ed ha bisogno di essere csso pure perfezionatos
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per la qual cosa non & per ogni parte idoneo a perfezionare
quello dell’ Eulero .

5.1

Calcolo composto
di guelli di Bulero e Cramer perfezionas; .

E dimostrato comunemente dietro il Newton il Teorema
seguente
Teoxgua 1. Data Pequazione
(M) Azm—Bam=! 4 Qam—2 - Dz +0=0,
o dividendo per A

B 0
{M) z"‘+Iz’”—‘+ =0
se le sue radici suppongansi @, b,c,d.... e si fccia
=g +b +c +d .... .

T =" e b e | .
M) =a®+ 8+ ds, ..
generalmente I =" - " ¢ +d" .. .
sard MO =— 2 M= S 0= _ Dy | ¥
A A A A

intendendo pe:l; il coefficiente del termine 2™ sino a tan-
to che r < od =m, poiché al di 14, divenendo ciod T>m
la formola finird da s¢ in %l’l(“—’").

Da questo Teorema si tira

Tronena II. Se per T(++*) si concepisca rappresentata la
somma @'b' 4 a'l’ + a'ct - atet .. ..
Sara ITC»#) =TI04) . TI(*) — [T6+2) , Poiche moltiplicando TIC)
ciot &' b ¢ ... . per B vale dire per af+ b et L
ne proverranno tuttl i termini della forma o'+*, e tutti quel-
Li della a%*: dunque rimane dimostrato il Teorema .

E facile vedere che nel caso di s=¢ i prodotti saranno
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a due a due uguali, ciod a'*=a'%', a%’ . .., dunque non
volendosi che la somma dei prodotti dissimili, si dovra di-
videre il provento di I . TI(9 — TIC+4 per 2.

E se per I1(*»*-) si rappresenti la somma
@bt @bt 4= ab'e” - a'bte! + @t - e atbide
sard
(G £ LA 1 ON 8 (R (et B 1 G B P 1 (Gl B | (G
Poiché dal prodotto IH) .10 . [ ne nasceranno i termini
delle cinque forme a'*+f+4, gi+1pu, ai+upt, al~up, atbich;
dungue ec.

Se s=¢ saranno i prodotti uguali a due a due, a®s'c'=a'b’c%,
a'b'c'=qa'*c’.... onde il provento della formola, desideran-
do quello solo dei prodotti dissimili, si dovra divider per due.
Che se sia s =¢=g saranno i termini uguali a sei a sei,
a'hlc* = a'bct = a'h'c* = a'b'c' = a*b'c' = a"b'c'3 per lo che
volendo ristrigner il provento ai soli prodotti dissimili si do-
vr divider per 6.

Si comprende gid il progresso di questa bellissima spe-
cie di formole, che diede Waring nelle sue Miscell. dnal.
¢ Medit. Alg. Probl. I. Or OO, M(: ), TC- 49, .., rap-
presentano in genere quelli che il Cramer chiama fattori se-
condarj . Ecco pertanto il modo di perfezionare il metodo
dell’ Eulero con il calcolo del Cramer perfezionato. Date le
due equazioni

(I) Az®+Bam—'+ Gz~ 4Dz, .. . 4+ 0O=0

(II) P2"+Qz"=' 4+ Rz"—* 482" ., . .+ U=o,
si esprimano i coefficienti delle potenze di # nella equazion
(L) alla maniera di Cramer dando ad essa equazione la forma

(@2 +(1)2" + () 2+ () 2+ (4=t .. +(n) #=0.
Si formino in ordine i fattori primarj cominciando dal pren-
dere la potenza m®™ del coefficiente (o), poi combinando la
sua potenza m— 1" con ciascun degli altri coefficienti,
indi combinando la potenza sua m—a®™* con tutti i possi-
bili ambi degli altri cc.; il simile facciasi successivamente su
ciascun degli altri coefficienti, ma con rigettare le combina~
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zioni gia antecedentemente avute, e notate, notando le so-
le mmove,, il numero delle quali si anderd mano mano sce-
ando sino a ridursi I operazione combinatoria su I ultimo
coefficiente (z), alla sola combinazione di esso seco lui nu-
mero m volte, ciod alla sua potenza mi# . Adoperando per
rappresentare i fattori secondarj in genere le specie TI(),
3 LERRA Y 0 (LT R, particolarizzino per i numeri dei pri-
marj fattori 1 generali indiei 7,5, £5% ... ., e ad ogni fat-
tor primario si accoppj la specie per esso particolarizzata 6
sprimente il suo fattor secondario. Finalmente per i due espo-
sti, e dimostrati. teoremi si determini qualunque delle parti-
colari IT(7), THCs: 2}, THso £03) 5 & Pequazion finale di
el mento desiderata sard formata .
Sia m= 3, ciog¢ sieno le' due equazioni date di ter-
z0 grado
(I) Az* +Bz*+Cz+D=c (II}) Pz*+Qz* +Rz+8
la seconda delle quali' cangiati i coefficienti alla maniera del
Cramer si esponga cosi : 1
() (o) 2+ (1) 2" +(2) 2 + (3) 2P =0
La schiera ordinata dei fattori primarj, vuitivi i rispettivi
secondarj espressi colle specie che ho asseznato, sard
[CERBRGCRY ) DR (RN ) (GUDERCPES) CEURECEE N (AR
(0.0, 8)TT0) (o2, A)TC 2o (1. 1.9 TIUE L5 2 2 B TIOR3
(0.0 3) 1) (0.3 BT D e (1. 1 BT, D (. 3.3) T 43
(0. 1.0) THE (1. 2T 2.8
(0. 1. 3) T o (3, 3.B)ITE2,
ERTHNET) | (CRTRRE): (O]

I evidente potersi invertires il che sarebbe effetto di un
ordine di combinazioni rovescio. Per la teoria generale delle
equazioni si_hanng tosto

TI0) s B iy e Y
A

= =
Per il primo Teorema si {rova
B aC B
(== — = O =— —
11} o s I AR
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Bisogna giugner sino a T1©), quantunque nell’ equazione non
vi sia pit ohe 1100 ; ma TT0) & necessario ‘per determinar con
1" uso del Teorema secondo il TI*+%:3) [ [ Similmente 'per
esso secondo Teorema fa d’uopo premettere il calcolo di pa-
recchj casi, ‘che non -entrano propriamente nell” equazione ,
ma che seryono per la determinazione di quelli che vi'en-
trano. Sarebbe troppo lungo ed inutile lo stender qui intero
il givo delle datermimazioni tutte, e ausiliarie, e principali.
Basta offriv queste o’ luoghi loro

(o.e.c;...'(o.u..)(‘__:‘) Hl.l.l)(—Tn)-!-(&&l‘])(;—]::)

+(o.1.1) (E)
f‘ 2.2, ( 1“”)

+(053)(A: ancn el

T
+{o.1 z)(

+ (ot a)(

—+(c.2.3) (ic’+'—mj—

Rimettendo in luogo degli ausiliarj coefficienti (0), (1), (2}, (3)
i diti 8, R, Q, P, e cosi in lnogo di (0.0.0) prendendo
§*, in luogo di (0.0.1)8%R ec., si troverd questa equa-
zione, che seguerd (A) convenir- con lo avlf:lppu (@) della

Bezoutiana (s) diviso per A, ciod essere (A)=—5 (a) .
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§UIV
Caleolo del La Grange corretto e semplificato .

1l celebratissimo La Grange nel volume dell”Accademia
di Berlino per ’anno 1769, sebben dell’avviso che Bulero,
Cramer, Bezout fossero tutti ben riusciti a dare dei mezzi
per wvitare nella eliminazione Pinconveniente di una equa-
zione finale oltre il dovere elevata; cionulladimeno si accin-
se egli pure ad esercitare intorno al medesimo oggetto Iesi-
mia sua analitica industria, assumendosi di offerire un me-
todo godente il vantaggio di ridurre la eliminazione a delle
formole generali e semplicissime, quali petessero con facili-
ti gli analisti adattare al bisogno . Lo spirito del suo meto-
do & questo. Si diano alle. date equazioni le segnenti forme

(9) 1oz o yz' 4= bzt 4+ 02"=0

¥ L
St R=o0.

(4) l+%’+
Suppongasi, che 1—az, 1 —bz, 1 —cz, 1—dz.....al

numero di m sicno i fattori dell’ equazione (3}, di modo che

al numero m sieno le sue radici. Dunque

() =(1—az)(r—bz)(1—ex)(1—ds)...., o sosti-
tuendo ciascheduna delle medesime radici nell’ equazione (4)
ne proverranno le numero m equazioni

(f) 1+da+Bfa+ya'+dat. ... . +ra"=0

(g) 1D~ B5 oy == 3% .-

(A) 14+ae+Fe* +yel + et Tt =0

(i) 1+ad+fdo4-yd+ddb ... . +7d =0 ec.
Segnando il prodotto di queste tutte (T') sard

(©)=(£) () (#) () .-

1’ cquazion finale di eliminamento .

Questo, che & il fondo del metodo dell’ Eulero, quello
si & pure, su cui il suo alza il Lz Grange. La diversitd con-

siste
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sisto nel modo di formare il prodotto (I'). Appoggia il Lz
Grange il ealeolo suo ad una formola lngautmu_a, che per
cumuda citazione in seguito porrd io qui sotto il titolo di

Lemma .
Leanyea . L1z} =s=fa+ia'—iat....

Dzr Sic. Prerro Cossanx.

Facendo snccessivamente x=— a5, = — bz, == CZ.1x..
si troyera
US)=1(1—az)+i(1=ba)+1(1— cz)+l( I —dz}

= —(a-b4c..)—ha (@bt ) — 2 (a +b=+5 )

_—-ﬁz—{huz“—!,uz- —iEzt ..
compendiando in 4 Ia somma a+b+v veonin g la somma
At P e ® ..y in v Ja somma @' +ct ... ec.
Sard similmente

I f)=—Ada—=}pe®—}v'a* —

Ab =L b — gvb'
L(h) Ae—fye —jvic'—; 5' :
I(i)=—Ad— %yd’—zu'd’—-xgd‘t.“ ec,

intendendu per A, gls vliariin delle somme analoghe alle

Ay ey ¥ ...y le quali & evidente dover essere riguardo a

tutti 5 I(f) (g)s L(h) . . .. le medesime, awemlo le (f),

(g)» (). ... tutte ln costituzione medesima, e diverso so-

Jamente il simbclo della incognita, che in (f) & @, in (g) & b....

Per lo che essendo l(l")*l(f)+!(g)+l(ia)-o— I et

sard

UD)=—Aa+brc..)—fpl@+bc.. ) —jv'(a b+

=— A —Lup — o' —3EE ... =o0.

Ponendo il secondo membro =—¢ si avra /(F)=—¢ , don-

de () = e~#, supposta e la base dei logaritmi iperbolici;

e risolvendo in serie la quantiti esponenziale,
M=1—¢+ip—=¢..

Per determinar le somme A, @, 0.2 -4, @5 0 .. .. una

via spedita somministra il calcolo differenziale; poiché essen-

do Z(D) ciod I 1 +az+ izt 2" ) =—Az—fpuz* — vz’ —

$&z* .. .., variando z sard
Tomo XVI. Rr

(g)
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a4z

T

e Iy 1
e G gt T A s — Ut =
Onde, tolta la frazione, e paragonati i termini si ricaverd

A=—u

w=a*—af

V=—a"+ 3af — 3y

E=ot —4a*f 08 — fuy — 43
Similmente differenziando qual pii piaccia delle equazioni di
L(); Ug), i) .. con far variare quella delle radici @ybyt.. .y
che le serve da incognita, si troverd

/I' )

=—u

v =—a" + 308 — 3y

§=a% —4a"g' + 28" — fay — 4¥ ec.
Sard dunque

P=ao'+ ] (a*—28) (a* — 28 )+ {—a' =+ 3af — 3y)

(= a + 308 — 33’} o2 (o — 4026+ 2 — day — 43)

(o — 428+ af> — 4oy 43
quindi si formeranno @5 §* ... e si determinera ().

E perd a riflettersi, che essendo fondamentalmente (F) =
(f) () (k) (i) .... in ognuna delle quali equazioni. cadauno
dei coefficienti o', 8, 4', & ..., non vi &, che nello stato
semplice; e non potendo percid nel prodotto di esse equa~
zioni al numero di 7 montare ciascuno che alla potenza m,
o formare tra loro che un prodotto di grado m; per conse~
guenza si dovranno dalla serie del valore di @ rigettare co=
me incompetenti quei termini, ne’quali i coefficienti @By O
salgono a podestd, o prodotti di grado superiore al . Ed
istessamente rigettar si dovranno i nuovi termini conténenti
podestd o prodotti di essi coeflicienti oltra il grado m, che
verranno a nascere formando g°, @* . ... Se si invertisse il
caleolo tutto, cioé, se immaginando che le radici dell’ equa-
zione (4), si trasportassero nell’ equazione (%), ed ottenute
altrettante equazioni, al numero 7, se ne formasse il pro=
dotto, si perverrebbe ad una equazione finale
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()= 1= g+ 33—y g+ igh...,
E per esser (') il prodotto di un numero # di equazioni, in
ciascheduna delle quali avrebbero i coefficienti @, 8,7, ...
stato semplice, si dedurrebbe non poter essi nel prodotto
ascendere, che a potenze, o prodotti di grado n al pin, e
percid doversi da @', §*, ¢ .. .. rigettare tutti quei ter-
mini, che comprendessero potenze, o prodotti de’medesimi
coefficienti al grado z superiori . ‘Ma I effetto di questo cal-
colo inverso coineider debbe con I effetto del calcolo primie-
10, la stessa stessissima equazion finale debbe uscime, sic-
come la cosa in sé medesima contemplata di divedere, e sic-
come all’occhio apparisce dal determinarsi nell’uno, e nell’
altro calcolo le somme 4, p, v.... 2, g, v .... alla stes-
sa maniera; dunque identificandosi ¢’ con @, (I") con (T),
possiamo ne’simboli ¢ , (T') coneentrare la duplice rappresen-
tazione delle due finali equazioni, ed unendo le due conclu-
sioni formare Ta regola, che segue .

Lizcora . Dall equasione (M) =1—@+ g —1g* .. ..
rigettar si. debbono tutti quei termini, che contengon potenze
o prodotti de’ coefficienti a, #,7, .. .. al grado » superiori,
o de’coeflicienti o', §',y', & . . . . reciprocamente potenze e
prodotti superiori al grado 7. E in altra forma di parlare:
nella finale equazione (I') le potenze o prodotti de’ coefficienti
di; una delle date equazioni non debbono in termine alcuno
olirepassare, il grado dell’altra equazione .

Si stimeri forse sconvenevole I'uso del calcolo differen-
ziale in un argomento, chie & tutto dell’analisi finita. Io I'ho
trascelto per primo tra i due modi, co’quali il La Grange
determina le somme A, 4,9 ....2, @', v ... . siccome il pit
spedito , intendendo a risparmiar la complicazione del calco-
lo nelPatto di dilucidarne i principj, a fine che la mente
del leggitore meno occupata da intralej di formole con pin
di agevolezza potesse chiaro penetrave I’essenza del metodo.
Or che spero ottenuto P'intento, ecco anche I'aliro modo
dall’ Autore adoperato il primo, e dal Lemma derivato .
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Dell equazione
1) ossia I 1+ ax 4§22 4 pzt - Beb L) =1 (1 — az)+
Hr—bz)+ (1 —cz)+I(1—dz)... si & gid per mezzo
del Lemma svolto il secondo membro, e ritrovato
Himazprl{1=ba)l{ 1=z}l 1= d2) ... =— A= vz 4.
Si svolga di presente con I'ajuto dello atbaso Dennds i
dio il primo membro, facendo 2=oz+f -yt 0z =
zla+Pz4yzt+ 830 ... ) ¢ sl tioverd
1{l+a<'+ﬂz-+;::3+ﬂv-‘ J=z(a+ 54y 4827
‘z’(a+,3.r+,z‘+6‘z )‘-»- z‘(a+32+7z---3z3
Si eseguiscano le podest.‘z qui indicate , si raccolgano in uno
i coefficienti di z, quelli di 2. ... poi si paragoni termine
a termine questo svolgimento immediato di Z(J) con lo svol-
gimento della somma logaritmica de’suoi fattori, e si otter-
ranno le determinazioni bramate di 4, @, v.... Per simil
maniera sviluppando una qualungue delle equazioni di Z(f),
i(g), I(7) . per esempio quella di /(f), e ponendo lo

sviluppo = — de — f g'a® — g via’ ... . si determineranno
A, w, v ... Il calcolo perd riesce laborioso .

Ma che sono in fine, dico io, le 4, g, v....,ele
A.p,v ... .7 Sono A, g, v.. .. le somme delle semplici
quantitd , dei quadrati, dei cubi, delle pil alte podestd di
a, b, c, d....denominatori delle supposte radici dell’e-

quazione (J); supposto essendosi in essa &=

=—... Or da questa ipotesi stessa si tira = =a,=b,=c,
r

=d... Se dunque facciasi — =2z sard '=ay=b,=c,=d....
P

e dividendo I equazione () per z*, e poi in lnogo di

stitnendo z', ne nascerd I’equazione inversa, o reciproca
(F) 2™ ™ 4 a2 ey e B =0,

che avrd per sue radici @, &, ¢, & ..., delle quali A sard

la somma, € ¢, v ... le somme dei quadrati, de’cubi....
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Per la qual cosa, richiamando il simhole generale superior=

‘mente nel metodo del Cramer introdotto 10D, sono le A, s

... le 1107 relative all’ equazione (), reciproca alla data (9).

Di simil guisa comprendesi dover essere le A0 ,0 o0
Je 2l relative a qualsivoglia delle reciproche delle (f), (g},
()5 (i) .. .. relative cioé a qualsivoglia delle

e 1 : x iy
1+a.:+ﬁ‘.;;+7f.;‘+a’.§...._o

e 1 i i e i
1+a . +.8’.I‘—,+7.p_-+a.i-‘...,_.c

7
i i s x .
1+ -ﬂ—q—gﬂ.ﬂ,l-o-g’.c,-'-a‘,;;...._o
1+m’.-l—+ﬁ".-’-+7‘.L*&'.i....:o ec.
2 & & &

le quali tutte vengono rappresentate dalla

(2) r+a:'.%+g’.é+y.;’-,+3‘.‘r,"_....+z’.

o0 sia
29 o g1 o B e g - FE L =0
Ecco dunque a che riduco io il metodo del La Grange. In
Inogo delle due equazioni
(8) 1 +az—+fz2 +y2° =3z ... =0
(4) « +"—'-|--€+i+i .+i=c,
= = 2 = £
si prenda a considerare il pajo di equazioni
(&) 20 gzl gz 4 d2n=8., .0 =0
(@) 2% v ad—" +ya" "+ gz, ...+ =0
Si cerchino le TI0) relative alla () per mezzo della formola
TI0) = — aTT0=1) — gIII—2) — yTI=3) — =4 ... .—7&,
intendendo per £ il coefficiente del termine =", sinchd
r< od =m; poiché al di Ii, ciod divenendo r>m, la for-
mola finira da st in Bz—" . Similmente si cerchino le () re-
lative alla () per la formola
) = — alr—t)— ) D) — Pl =7
Se ben perd si attenda alla regola di escluder dalla equazion
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finale tutti i termini, nei quali le potenze, od i prodotti de’
coeflicienti. di un’ equazione sorpassino il grado dell’ altra, de-
dugesi potersi risparmiar la fatica di ‘una particolar ricerca
delle =(). Poiché, supponendo m < n, determinate tutte le
convenienti FI(}, nelle (quali  conservar si debbono tutti i ter
mini non eccedenti il grado 1, si tireranno 'da esse le con-
venienti, #(), trascegliendo i soli termini non eccedenti il
grado m, e cangiando in essi i coefficienti X By s 8 aiie
negli o, 8,9, &.... E nel caso di m=mn nou s avra ohe
a cangiar gli uni coefficienti negli altri in tutti i termini.
Generalmente dunque il caleolo tutto si ridice alla determi-
nazione delle I(); ¢ la regola medesima assegna ad esso cal-
colo il limite. Al giunger ad una T, la cai TI=m} i tro-
vata non abbia termine veruno di grado . — 1, si tralasci
di determinarla; poiché essendo ogni' pitt basso termine di
1C==) del grado n, il prodotto OIIC—") ultima parte, ¢ la
pitt bassa di TI() salirebbe oltre il grado n. Per un altro ri-
sparmio di calcolo, in lnogo di determinar le TI() intere, ri-
seryandosi a purgarle poscia dei termini incompetenti, si pur-
ghino a dirittura tra via, di mano in mano che si van for-
mando, poiché purgate le inferiori’ minor si rendera il nu-
mero de’ termini di eccedente grado nelle superiori, o pit
spedita, quanto pili contratta, riuscird la successiva forma-
zion loro .

Vediamo un esempio nel caso di m=n=3, ciob di due
equazioni di terzo grado. Avremo, rigettati passo passo i
termini al terzo grado superiori ,

I =—g al=—a
T6) = a2 — 28 A0 = — 2
N0 =—a*+ 3af—3y 2= g% 325 — 3y
T = — 4028 + fay +- 28> AW = — foi0' + fa’y 42
— Sty —5af* =58y | al)=—Sa"y — 55854 53y
— 1208y — 8% 432 ) =— 120/8'y — 2% 4 3y
2 =—ray—qgsy
at 'y’

o) = 3y,
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I wopo osservare, che le T, TI0) hanto ambedue un sol
termine, ¢ cosi le due a(®), n); onde ingannercbbesi a par-
tito chi arrivando ad una II(), che, purgata essendo, restas-
se con un sol termine, la prendesse per I'ultima delle con-
venienti, e stimasse di non dover andare con il calcolo pin
oltra. In questo inganno & caduto lo stesso La Grange alla
pag. 315 del citato volume dell’ Accademia ‘di Berlino nel
determinare con il calcolo differenziale le somme che io qui
esprimo per [0, ommettendo egli la determinazione della
() : ommission che rende difettoso tutto il calcolo da lui
tessuto per formar la finale equazione di eliminamento, ed
in questa stessa produce la mancanza di un termine . Cid che
dapprima non sospettando io, e con piena fiducia seguendo
le vestigia dell’esimio Autore, in faticosi iterati calcoli mi
ayvolsi, in pena ed imbarazzo nel confrontare essa finale e-
quazione con quelle dagli altri metodi ottenute, sinché con
piit seria riflessione ai principj, o diligente esame delle ope-
razioni dell’ errore mi accorsi.

Le M0, #() o per loro stesse, o per il rigetto gid libe-
re dei termini incompetenti, ciot al dovuto grado superiori,
chiaminsi le (), 2() purgate. Moltiplicando con ordine cia-
scuna corretta II() con sua simile corretta (), prendendo
intero il prodotto JI() .a(}), la meti del prodotto TI¢),a(,7
del prodotto M), 2, £ di 1M .2®. ... la somma costitui-
T4 @, ciod sard

G=TIC) . 700+ FTIC) ;) o 5 . TIC) , 2B 1 TI) )
Formando il quadrato ¢, ed il cubo % nasceranno nuovi
termini incompetenti, e da rigettarsi perché contenenti po-
desti o prodotti di @, B, 9... 0 di o/, ', ... . al grado
terzo superiori . La quarta potenza ¢4 si vede manifestamen-
te essere da ommettersi interamente, poiche riuscirebbe tut-
ta di termini incompetenti composta. L’ equazion finale si
ristrignerd dunque alla seguente

1) g e
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£ ol (o)W (e Buf—3p) (3 1)
— (=402 +day+2*) (—4a28' +4ay +262)
— (= 5a2y -+ 5af + 58y ) (— Sy <+ 5a3> + 587 )
— (= 120y —2*+37%) (— 1208y — 8= +37*)
— b ror —ghy) (—qeys—gfeye
—j(—86r*) (—8872)—8(—38") (= 57°)
+§ (adl -+ 288+ 3yy' P+ ( 8o+ Byal@') (B'a* =+ 3afy')
e/ +2 8"+ 3yy )(—fa*~ By '~ u*F'—Say" +Lora+3afaf’
~+ doydy 420y 8" +2dy B + 25" + 588y +1°Y*)
—-n'—s(aa‘ + 288 + 5y P

=0
1! termine, che manca nella equazion finale calcolata dal La
Grange si & il —§(—3p°)(—3y), che dona — . Ad
applicare codesta finale alle due equazioni (1), (II) e confron-
tarla con le finali per gli altri metodi conseguite , pr:mu.ra~
mente si pnngauo le (I) (1) sotto Iaspetta delle (3) (4) cosi
c gh TR itk
(I)1+Bs+3z‘+sz _u.(ll)l+?.z-«-l i ,+ —=0.
Indi in luogo di queste considerando
i i B, X " i 8
([)53—9-%5"-0-334—«5:0. (11)z3+3z-+_z += =0,
cmrispondcnti alle due (&‘), (#)> e paragonando si avrd
pt SN

15—*5?’*:,:59 "S=F’?=F
E sostituendo nella finale (I') diverrd essa la finale spettante
le due equazioni (1), (II). Trovasi pertanto
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co R
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=0.

Segnisi questa equazione (E).

E;cguuuln i prodotti, ordinando la farragine de’ termini, e
riducendo, si troverd riuscir in mltimo

(2) = g (6)-
Smudo al calcolo del La Grange vi mancherebbe il termine

A3 —3a7 55‘
A5 fatoci da — . La gloria di un si grand”
e = fi g
uomo & tanto splendida, che un’ issi non pud spar-
gervi intorno nebbia veruna; ed io era in dovere di notarla.

Confronto generale .

Raccogliendo, le finali equazioni che dalle due equazioni
(I)Aza-o-Bz“-t—Cz-v-Cz-.-Dﬁn ([])P53+Qz‘+RZ+D_B
eliminando per i diversi metodi sino ad ora inventati =, pro-
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duconsi, sono
Per il metodo di ngragliamento Bezoutiane tre

1.2 pin semplice (@)
della quale vedi Art. I, §. I lo sviluppo in doppio modo
ordinato

2.8 (BP—AQ)(0). 32 (CP—AR) (0).
Per il metodo di nguagliamento Newtoniano
(DP—AS) () -
Per il metodo di continua divisione
A

Eeaay @

Per il metodo di Eulero di continua condizione a tutfa sua
ampiezza recato, € per tutti i suoi lati svolto 43, delle quali
le due pilt ovvie

12 (BP—AQ)(0) -« z.‘((CI‘—-AR)

Per il metodo di prodotto dell’ Eulero stesso giusta il calco-
lo lungo e di ordinatrici regole privo di lui
x
e (@) .
Giusta il calcolo del Cramer di esatta teoria corredato, o piute
tosto a nuova forma trasferito :
'
el (@)
Giusta il calcolo del Lz Grange semplificato, e corretto
t
o ().

Tutti i metodi si fondano sul concetto,che lo z ad una
delle due equazioni soddisfacente soddisfaceia all*altra ezian-
dios ma il metodo di uguagliamento non considera tal prin-
cipio che alla prima fronte, passano ad internamente con-
templarlo i metodi di continua diyisione , e condizione, e si
profonda all’ultima analisi di esso il metodo di prodotto . Le
diverse operazioni che nei diversi metodi, e nel metodo stes-
0 secondo le combinazioni diverse occorrono, gemeran o i

).

ull n(ar-.m))
A

=
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fattori alteranti, o i divisori. Rispetto a questi, cid, che sul
semplice divisore Qi, al fine dell’ Art. 11, o sul composto
—~__ verso la metd del IIT ho gia detto basta ad esem-
(BP—. AQ)’
pio di cid che pensar se ne dee in generale; riman dunque
a dire dei fattori alteranti .

Dei fattori alteranti.

A trattare con chiarezza 1’ arg giova i
dal pasticolare, e dei lumi, che usciranno da esso, farsi scor-
ta al generale. Si richiamin pertanto qui dall’Articolo I la
equazione

4% —pr—g=0,
la sostitnzion di z =y in lnogo di &, ed il trasformamento
quinei di essa in
2% - 3y22 Dy -y? —pr—py —g=o0,
lo spezzamento di questa al consueto contrario nelle due

(C) 2 —pety(y?—p)=o (D)3yz*+3yz—g=o0,

la precisa final equazione dell’ eliminamento di y

M) o —ipy' 1 — = pry+ P =0,
ed i fattori alteranti verso il fine del §. II schierati
H=—3y*, ovvero =—3y; L=g¢—3py, ovvero =—3y*;
C=32(r—p).
Se donisi I’essere di equazione all’uno, o all’altro dei due
valori di H, od al secondo di L, o se costituendo in equa-
zione G si ripeta il verificamento di 3y*(y*—p)=o0 da 3",
in tutte e quattro le supposizioni ne segue y=o. Per il qual
annullamento di y la equazion (C) riducesi ai due termini
28 — pz = o, nell’equazionie (D) diviene — g =0, e quinci
Pequazione stessa 2’ — pa— g=o0 ristrignesi ad 2 —pz=o0,
cangiata I equazione z--y=2x in s=x . Rendesi dunque va-
na la sostituzione, si perde ogni frutto dell’artificio, distrut-




324 Su 1 vary meToDI D1 Etmiwazions ec.

to il termine noto ¢ dalla contemplazione di una equazion
di terzo grado cadesi in una di secondo, al qual si abbassa
z2f—pz=o0, 0 2 — px =0, dividendo per z, o per x.
Costituiscasi ora in equazione il primo valore di L con
porre g — 3py = o . Avremo g = 3py, sostituito il qual va-
lore di ‘g nell’ equazione (D) prende questa la riduzione
-

, donde si trae y =E==; e trasforito que-

2y —p=

sto valor di y nell’ equazion (C) risulta 2* — pz +

[(’:)’—1)]:1: > la qual divisa per z* —p, rimane z—:

[(5

0 il quadrato del secondo termine finalmente trovasi di-
ire —p—+3 o, che porge z=z=1/1p. Quinei

! sxnd

i—p]:o, OVVEro z‘—( —

=z=a/ip, e g=3py=ot6p/ip. Si avrd dun-

que I’ equazione
w—prEbpip=o,

di eui sard radics v =z +y =k ipreip==3/1p,
e la chiameremo la radice prima; nota la quale rendesi fa-
cile, dividendo I’equazione per x==3|/¢p, trovare le altre
due . Saranno pertanto le tre radici
a==8)Ep, e ==/ p+ b/ —5p, a==ehy i p— B/ —5p-

Essendo g — 3py moltiplicatore dell equazione (N), ba-
stando per altra parte a rendere effettivamente il prodotto
(g—3py) (N)=c la posizione g — 3py = o0, nasce dubbio,
se stante tal posizione ritenga o perda (N) il suo diritto di
equazione , passando, reciprocamente che g—3py, allo sta-
to di mera quantitd? Ad acquistar lume su questo dubbio,
pongasi che ritenga di fatto (N) il suo essere di equazione;
e vi si introduca il valor di g===6p/p effetto della po-
sizione g—dpy = o . L’aspetto particolare che prenderd (N)
Sard
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(N) Y =4t 4py = 5op/ bp+~ TP =0
Or questa equazione trovasi divisibile per y==21/4p, risul-
tandone a perfetto quoziente ooy p ALy APV AP
Concordano dunque fra loro le posizioni g —3py=0, (W) =0,
e fatta la prima posizione, non vi ha che osti a conservar
contemporaneamente (N) = o, purché si dia a ¢ quella mo-
dificazione , che la prima posizion importa.

Sc inversamente, senza punto pensare alla posizione
g — 3py =20, ad arbitrio formata si finga I’ equazione
2 —pa=bp/ip=c,

sark, sostituendo 7~y in lnogo di x, la trasformata

23 -3yzt 4= 3y ek —pr—py = Op )/ {p =0,
e le due (G), (D) provenienti per spezzamento al consueto
contrario saranno
(6) 2 —pz+y(y—p)=oc (D) 3= +3y=2=6py/p=0:
e la risultante dull’ eliminamento di 2 precisa troverassi

() P—tprr iy =2y A S =0

‘ed il fattor alterante g — 3py === 6p /s p— 3py -

Per lo che avendo (N') a suo divisore y = ay/§p, con-
soguentemente a radice sua y =2 5p, si ricade, trasfe-
rendo, in =6p ) ip—3pr==0p/ ip=bpi/sp=2;
laonde per ogni parte confermasi la contemporaneita di
g—3pr=0, ed (N)=o, posto g == bpyip.

Nella 112 delle mie Lettere apologetiche dell’ analisi stam-
pate Panno 1783 mei num. XV, XIX, XX del Giornal Let-
terario di Venezia intitolato Dai confini & Italia, ho addot-
ta la metafisica ragione, perché spezzandosi la trasformata

283y Bz —pr—pyr— g =0,
pel modo usitato nefle due

(A) 22+y*—g=0 (B) 3%y +3zp—pz—pr=20,
Ia risultante dell’ eliminamento di z

(E) #8 — gy® + 4 p° =0 riesce di sesto grado.
In compendio la ragion ¢, perché 1.° sostituendo z-+y =2,
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tal sostituzione non spetta pili ad una che alle altre due ra-
dici dell’ equazione #* — pr — g = 0, onde necessariamente
spetta del pari a tutte e tre, e virtualmente racchinde tre
sostituzioni, cost che distinte per #', 2", 2" le tre radici di
@ —pxr—g=0, e per 5, ¥ le parti di &', per 2", ' le
parti di &, per =", " le parti di 4", la sostituzion sola
z+y=x equivale alle tre z'—+y'=2a', " y"=2", 2"y"=p",
e tutte insieme le comprende. 2.” Perché essendo le equa-
gioni (A), (B} similmente costituite riguardo a z, e y, di
modo che cangiando z in y e reciprocamente non nasce in
(), (B) cangiamento veruno, per conseguenza non vi ha ra-
gione che Ia risultante contenga piuttosto i valori di y, che
di z, onde a comprendere tuiti e tre quelli di y, e tutti e
tre insieme quelli di z prende il sesto grado. Questa meta-
fisica ragione & intieramente per ugnal modo applicabile alls
due equazioni (G}, (D) di spezzamento al consueto contrario,
e quinci intendesi, perché la finale (N) riesca di sesto gra-
do. Di questa veriti ci procura una conferma di fatto, ed
oculare il caso di ¢ ===6p/p. Si esperimenti, ¢ si tro-
verd esser (N') non solo divisibile per y 5= 2)/1p, ma del
pari per y 5=/ p, sebbene sia propriamente =/ tp il va-
lore, che, posto in (D) y =z=ap/ip, risulta per z; a tal
che si appalesa
(N)=U=a 40 =1/ ip) (V=3 oty v/ pip)

E che & 1a equazione di quarto grado? Non resta piii
luogo ‘a dubitare , che siccome la equazione di secondo
(r=oip)(y=V/ip) == 371/ ip+ip=o, contie-
ue sotto il simbolo y a radici sue le parti reali ¥ ===2,/} p,
Z =zt p di o reale; cosi la equazione di quarto grado
sotto lo stesso unico simbolo y comprenda a radici sue le al-
men due immaginarie parti y!, z', ¥, 2" di 2", " imna-
ginarj .

Mi sono alquanto diffuso sul fattore alterante 7—3pys
potrd trascorrer celere su Paltro y* — p, lasciando al leggi-
tore d’applicare i riflossi . Costituito questo alterante fattore
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in equazione y'—p=o, si ha tostamente y ===/ p, ed
annientato nell’ equazione (C) I'ultimo termine, ridotia essa
ai termini z*—pz=0, divisala per z, si ottiene s=z=/ p—y,
onde , sostituendo nell’ equazione (D), trovasi g==2=6p)/ p.
Quindi la equazione 2% — px — g =0, si modifica in

2@ —pi=lpy/p=o,
la cui prima radice & ===/ pac)/ p=c=2)/p, ¢ le altre
due, dividendo per x == 2}/ p, si trovano

z=Fyp+)/ —p  s=Fyp—y —,
la equazion (N) riceve la modificazione

- o a2
(N') yo— iyt =370 = S0V P+ 5P =0,
che rinvienesi
=(rFV/pl(rE’Vp+ip e/ p+ir)-

Del rimanente codesti calcoli fondati su le posizioni
g—3py=o0, y"—p=o0, lungi & che dir si possano calcoli
di scioglimento dell’ equazione #* — px — g = o per la (N),
determinando per p, e g le parti =,y di ; che anzi dir si
debbono inversamente calcoli di fabbrica dell'una, e dell’al-
tra, determinandosi per le parti z,y di z sapute pria il va-
lor di g3 e ben di fabbrica particolare , fissandosi per
g==6bp|/ tp, g==6p/p tra g, e p dei rapporti parti-
colari lontani da quella generaliti, ¢ indipendenza tra loro,
che poteasi prima in essi contemplare. Egli & anzi a riflet-
tere, che Dartificio dello spezzamento al consueto contrario
nelle due (C), (D), avendo per oggetto di conseguir per tal
via sotto reale aspetto le parti z, y di =, che per lo spez-
zamento consueto della trasformata melle due (A), (B) pro-
duconsi sotto aspetto immaginario, suppone percio }¢*<gp*.
Or le equazioni g==£6p)/sp, g==06p|/p, dando la pri-
ma }¢* =3p%, la seconda } g° = gp®, fassi evidente quanto
escan fuori di esso supposto, mel contrario I g° > p* get-
tandosi, e trascorrendo, Propriamente dunque le posizioni
g=—3py=c, y¥*—p=o ci rimovono dallo scopo, a cui &’ in-
tendea, ed altrove ci trasferiscono. Per le quali cose tutta,
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al Putilitd, che loto donar si pud, si & di averci con-
dutto ad un conferma di fatto, ohe I'equazione (N) contie:
ne non solo & tre valori di ¥, ma sotto questo simbolo me-
desimo i tre ben anche di =. Dico al piil, poiché , senza
trasmnitar in equazioni i fattori alteranti g — 3p¥, 3 —p,
si potevano, e si possono di capriccio fingere simili equazio-
ni in numero infinite ; istituire simili calcoli, e lumi simili
conseguire . 4

B gia tempo di procedere a considerare i fattori alteran-
ti in generale . Dirigiamo 1*attenzione ad H(s)=o. Cisi
presenta tosto questo punto di ricerca.

1.” Per la teoria generale delle equazioni la equazione
(a)5 che & la prima Bezoutiana, concepir deesi composta di
un numero di fattori: rappresentiamoli per F', BB s
si chiameranno questi a differenza del fattor H legittimi ? Ma
per lo appunto, qual ragione di &l diverse denominazioni?
Qual & il carattere che li distingna? Fattore alterante appel-
lar si deve quello, che non’abbraccia tutti i coefficienti A,
B, €D Py Q5 Ry S...., 0 da essi tutti qnanti non
dipende ; e che costituito in equazione induce mutazion nel
problema . Esempigrazia il fattor H=BP —AQ non racchiu-
de che i quattro coefficienti A, B, P, Q, e nulla affatto di-
pende dagli altri . E si osservi non essere la medesima cosa
contenere tutti i coefficienti, e contenere la incognita nella
eliminazione salyata y con tutte le quantiti note: il fattore
particolare ¢ — 3py contiene egli la incognita y, € le quan-
titd note p, ¢, che sono le sole, che nelle equazioni (C)y
(D) unitamente ad y compongono i coefficienti, e ad onta di
cid egli & un fattore alterante, perché non & un risultato di-
pendente da tutti insieme i cocfficienti, come il debbon es
sere, ed esser si troverebbero i fattori legittimi dell’equa-
zione (N). Ritornisi col pensiero alla dottrina dell’ Eulero nel
suo metodo da me appellato di continua condizione . La equa-
sione finale di eliminamento altro- non ha per oggetto che di
fissare il rapporto di tutti insieme i coefficienti A, B,C,D...-

»
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P, Q,R,8....5i che ad un tempo verificar si possana lo
due equazioni date (T), (I), i fattori legittimi dell’ equazio-
ne finale, che la rendon ciascuno effettivamente =c, deb-
bono essere conformemente a tal rapporto costrutti, e per
conseguenza racchiudere una dipendenza da tutti i coefficien-
ti in generale. Abbastanza, io credo, del primo carattere
dei fattori alteranti. La mutazione poi per essi indotta nel
problema , dando loro la natura di equazione, pnéd esser va-
ria, esser puo di distruzione, ed esser puo di modificazione
soltanto. Ne abbiamo veduto dell’uno, e deil’altro caso gli
esempj nel particolare : si trovd per alcuni fattori alteranti
allo stato di equazione recati distrnggersi la quantita data
per altri modificarsi il suo valore con metterla in un rappor-
to determinato con I’altra quantitd nota p.

2.° Qual & egli dunque il naturale essere degli alteranti
fattori # Quello di mere funzioni di y insignificanti.

3° B egli perd lecito trasfericli all’ufficio, al senso di
equazione ? Se sien di quelli, ohe a tale stato tradotti pro-
ducono annichilamento della incognita y, distruggimento di
alcuna delle quantith date, no certamente. Se sien di quel-
li, che in equazione costituiti non fanno che produrre tra
quantitd supposte' note un rapporto particolare e determina-
to, & mesticri distinguere . Poiché se il problema sia gene-
rale, © le quantitd supposte note sieno indeterminate, allora
il rapporto particolare indotto tra loro si potra riguardare
come una modificazione del problema gencrale, come un ca-
50 particolare nella generalith compreso, la equazione  arbi-
traria del fattore alterante formata non inchiuder: ripugnan-
2a, ed introdotto il particolar rapporto per essa determinato
nella natural equazione (), anderanno L'una con I'altra d’ac-
cordo, come sopra particolarmente si & veduto. Ma se le
quantitd note sieno date in valor numerico, il nuovo rappor-
to tea esse dall’ acbitraria equazione voluto, potra ai loro nu~
metici valori ripugnare : cosi se a P> ¢ valori numerici sup-
pongansi, avvenir potrd di leggieri, che ad essi ripugnino

Tomo XVI. Tt




330 Svu r vary meTopr pr ErnmNazione ec.

il rapporto g==c=06p/§p, e Paltro g === 6p/p dalle ar-
bitrarie equazioni g—3py=c, y'—p=c nascenti, Che se
le quantiti note non sieno no in numerici valori date, ma
pero ncll’uggetto del calcolo si concepiscano astrette ad una
legge di rapporto, e 1’ arbitraria equazione rovesci la legge’,
© le trasporti ad un rapporto di legge contraria, defraudi
Poggetto del calcolo, e tragga il calcolatore suo malgrado
nel caso opposto: come abbiamo osservato appunto fare le
due testé citate equazioni, trasferendo g, p dalla legge
1 q'< & p’.alla diametralmente contraria } ¢*> & p*, in tal
evento I’arbitraria equazione riceve il carattere di ripugnan-
za oggettiva , ciod rispetto all’oggetto di gid prefisso.

4. Puo egli tornar utile il dare lo stato di equazione
ad un fattor alterante? Per intento della diretta soluzione,
alla quale: si mira, nulla del tutto. Puo al pit esser modo
a scorgere col fatto addentro nella finale equazione (@), &
conoscerne esperimentalmente la struttuva .




