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inbnis:‘a fu il primo a spiegare coll’ajuto del teorema del
Guidini, che, la supetficie compresa tra due curve parallele
nello stesso piano, & sempre equivalente ad un rettangolo
avente per base la parallela condotta a meti della distanza,
e per altezza Ja distanza stessa. Dopo di lui 1i Signori Kaestner,
Cagnazsi, ed il Professore Lotteri nel medesimo auno, cioé
nel 179a pubblicarono tre Memorie relative alle curve paral-
Jele sullo stesso piano, nelle quali insegnarono a trovare Ie-
quazione della parallela ad-una data, I'avea compresa tra due
linee parallele, e cio fecero con prineipj diversi da quelli
impiegati da Leibnizio, ed ottennero altri nuovi risultamenti .
Nella presente Memoria olire le dimostrazioni rigorose
degli anzidetti risultamenti e di altri nuovi relativi pure al-
le linee nel medesimo piano , si troveranno delle proposizio-
ni rispetto alle curve parallele a doppia curvatura, ¢ tutte
quelle proposizioni generali, che ho creduto le pitt importanti
relativamente alle superficie parallele : proposizioni, se non
w’inganno, che non furono sino ad ora conosciute .

Delle curve parallele situate nel medesimo piano.
Demxizions . Una linea che abbraccia tutte le periferie,

che hanno il medesimo raggio ed i centri sopra di una stessa
linea
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linea data, si dice parallela a questa data. Ecco la definizio-
ne di due linee parallele nello stesso piano data dal medesi-
o Leibnizio, & sulla quale io fonderd la prima proposizions
della teorica delle curve parallele, che sono nel medesimo

piano .
Prorosizions I.

Data I equasione finita (y=px ) di una curva, trovare
quella della sua parallela . " :

T dimostrato nella teoria delle soluzioni particolari (§. 282)
(*) che, se F (¢, u, z)=o0 rappresenta I’ equazione di una
cnrva tra le sue coordinate ¢,z ed il parametro z, & dimo-
strato, dico, che fatto continuamente variare quel parame-
tro, onde divenga &', ', ec. le curve rappresentate dalle
equazioni F (£,u,4')=0,F (¢, u,") =0, ec. sono tutte
abbracciate da un’altra, e I equazione di quest’ altra si ha,
ponendo nell’ equazione F (£, u, 2) =0 in vece della z il

" T
suo valore, che si.cava dalla (&; =

In conseguenza pertanto della data definizione delle cur-
ve parallele sullo stesso piano, se QEQTF ([Fig. r) ¢ una di
quelle periferie, le quali hanno tutte un medesimo raggio n,
ed il centro sulla curva data DD, e debbono essere abbrac-
ciate dalla parallela CG; e se indichiamo colle x, y=gx le
coordinate OP, PM del centro M: e colle #, u le coordinate
OR , RQ del punto Q nella parallela CC e corrispondente
ad M nella data, I’ equazione della periferia QEQ'F, ciod
(t—=x P+ (u—@z ) — n*=o0; ci dard quella della paralle-
la, quando vi si pe in v della , quel valore che per

x i dard I’ equazione differenziale ¢ —x +(u — gz ) (;—1‘) =o.

Tomo XVI. K

() Le citazioni dei §§. 5t riferiscono al trattate del calcolo sublime del Prof. Branacci.
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Conouednto 1. Cavando i valori delle coordinate £, # dal-
le due equazioni
(t—np+ (w— g —w=, s—wr(a=7) () =0>
ossin dalle equivalenti
(.:—x)‘+(u—y)‘-—m‘=o,.:—x—o—(uﬁy)(%E):o.

& ottiene

i N
i quali difforonziati danno (2 —n(;%)!l/ (1 Y,
« ()= (B 1/ [ HRI ) o

(2)=(2) (), o () : (2)=(09)s ovee () =(50)-

Yale a dire la tangents QT della linea GG & parallela alla
tangente M¢ della linea DD ossia le tangenti condotte. pei
punti corvispondenti delle eurve data e parallela sono esse
pure parallele .
Cororzanso 2. Panendo nell’ equazione _;:),4_2:.(3_)".(&:)
e \da)
(§. 78) della normale MN alla curva DD in Inogo delle coor-
dinate r, s della stessa normale, i valori delle ¢, u trovati
qui sopra, si ha
& By .5 Bess k dony®
y—o—n_‘/( 0 +(§-’) )=]+IA(BG)—$:_{$)+U.l/(l-l»{gx) ),
ossia 0= 03 ciod i valori delle coordinate #,u del punto Q
soddisfanno all’ equazione s=y 2. (32‘) —r:(}”}‘) della nor-
male suddettas e percio il punto Q sard un punto del pro-
lungamento della normale stessa NM, e la MQ uua parte del
medesimo prolungamento. Pertanto Ja retta MQ, essendo par-

te del prolungamento della normale NM, sard pcl'pr-:ullc:)!arc
alla tangente Mz, ed anche , pel Corollario antecedente, alla
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tangente QT della curva parallela CG; ciot a dire , la retta
MQ sard perpcuzlico]me tanto alla tangente Mz, quanto al-
la QT.

Di pit la stessa retta MQ, essendo egnale a ]/((t-x)’-.—(upy)*) s

=0, eguale

sard pure, a motivo di (£— Pa(m—y)—
evidentemente alla z; vale a dire, le normali delle due li-
nee parallele condotie ai punti a eui corrispondono le coor-
dinate x, ¥, © t, © hauno la stessa posizione, ossia coinei-
dono , e differiscono costantemente dalla quantita n: quindi
due linee parallele esistenti sul medesimo piano, avendo le
normali comuni, avranno comune anche la sviluppata ordi-
naria, cioé la sviluppata pi

Corozrsnto 3. 1L doppio segno che pud precedere il ra-

dicale I/{I +(§—;)s) contenuto nelle espressioni delle £, 2

trovate nel Corollario primo, significa, che ad ogni valore
delle coordinate -,y della data, corvispondono due di quel-
le della parallela; cioe che ciascun ramo DD della linea da-
ta, avrd alla medesima distanza n= MQ = MQ' due archi CC,
CC' paralleli uno da una parte e Taltro dall’altra di esso.
Cononranio 4. 8e si porvanno nei valori delle coordinate

#, « i valori delle quantita y, (%%) dati in x e cavati dall’®

equazione y=x della linea data, e si daranno alla » diver-
si valori particolari, si otterranno i corrispondenti delle coor-
«.iinate ¢, della parallela, coi quali si potri essa descrivere
per punti .

Conozzanto 5. Se si daranno dei successivi valori alla
quantith 7z, che entra come parametro anche nell’ equazione
della parallela , ossia se essa si fard variare, non varierd sem-
pre la specie o natura delle successive linee rappresentate
dalle equazioni risultanti; e cid pel principio su cui & fon-
data la divisione delle diverse specie delle curve del mede-
simo ordine : ma le linee vappresentate da queste BUCCESSIVE
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equazioni , essendo parallele alla data, sono parallele tra di
loro; adunque non & escluso il parallelismo alle curve della
medesima specie. Cid che prova I’insussistenza del teorema.
,» Nessuna curva, trattone la periferia, ha per parallela un’
. altra curva della medesima specie 5 stabilito da un cele~
bre Analista, e commendato da altri.

Ossenvazione 1. Quantunque non sia escluso il parallelismo
tra le curve della medesima specie, come si & dimostrato
nell ultimo Corollario, nulladimeno, non tutte le curve pos-
sono avere delle parallele della specie alla quale appartengo-
no anch’esse; come se ne vedrd un esempio alla fine di que-
sta osservazione .

Per iscoprire se una data linea possa avere uma o piit
parallele della sua specie, o in generale di una data specie,
il metodo diretto sarebhe di tentare la riduzione dell”equa-
zione della parallela a quella della specie data; ma siccome
questo metodo, che in sostanza riducesi evidentemente a sco-
prire, se la parallela abbia la proprietd della data, espressa
algebraicamente dalla sua equazione, di dei risultamenti ge-
neralmente complicati; cosi nei casi particolari sard meglio
scoprire coll’ equazione stessa della data, qualche altra pi
semplice proprieth parimente ad essa caratteristica, ed indi
osservare, se questa avrd lnogo anche in una o piit linee sue
parallele .

Eseario. Si dimanda se la parabola espressa dall’ equa-
gione y*—ax—b=o, abbia una o pit parallele , che sieno
anch’esse parabole della medesima specie , cioé apolloniane .

Dall’ equazione data y* —ax—b=0, si cava y(‘%r
ciok la sottonormale costante : proprieta caratteristica delle
parabole di questa speoic . Adungue se la parabola potrd ave-
re una o pitt parallele della sua specie, doyrd essere costan-

te per fino o pin valori della n la_ sottonormale u(%), 08~

sia (g%) « (;L;), ma sostituendo pella espressione & (M) H (&—')

d=/ * \d
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lavio primo , gi ha (%){y+n:l/( l+(§%)=)}; e di nuo-

vo sostituendo in quest’ ultima in luogo delle y. (;‘;) ilo-

in vece delle z, av“), (3-2) i loro valori trovati nel Gorol-

ro valori /(ax +b), a1 8/ (ax+b), che di I’ equazio-

i
o, si ottiene = - an 2 a.t-!—-l-—#-?)

ne y*— ax —b

per espressione della sottonormale di qualanque linea paral-
lela zlla parabola apolloniana; € questa espressione , qualun-
que valore abbia la 7, ossia qualunque sia la linea parallela,
varia , variando la 23 quindi la parabola apolloniana non pud
avere un’altra parabola della sua specie ad essa parallela;
ciob non vi possono essere due parabole apollouiane tra di
loro parallele .

Osservazioxe 2. Volendo disporre i valori delle coordix
to ¢, u per fissare i successivi punti di una delle due par
lele allo stesso ramo della data, bisognerd prima di tutto os-
servare, per un valore particolare della z, quali saranno i

69 1/ (169 )

n l/( 1 +(:7:)‘) per ciascuna di quelle parallele; affinche

segni che si doveanno dare ai terr

i valori delle ¢, » corrispondenti ai successivi della z sieno
le successive coordinate di una delle due parallele, e non
I’ ascissa di una e ordinata dell’altra. Fatto questo, si terran-

1o quei segni stabiliti sino ai punti corrispondenti a (%): o
*

dopo i quali converrd ripetere la stessa osservazione, od ave-
e tutti quei riguardi relativamente ai segni, che si hanno
in casi simili, quando si vogliano trovare le tangenti trigo-
nometriche degli angoli formati dalle tangenti di una curva
coll’asse delle ascisse .

°
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Prorosizioxe IL

Trovare ¥ equazione differenziale delle linee parallele alle
date espresse dall equazione differenziale § (x,y, (%)) =0

Ritenendo le medesime indicazioni delle dinate sta-
bilite nella proposizione antecedente , avrassi dal Corollario

primo della medesima proposizione Jr=r£—nj‘/( ,_,_(%)1)

ed x:tq—n(%l) : |/(:+(g=’;'),); di piir atteso il paralle-

lismo , dovranno le tangenti corrispondenti ai punti a cui
competono le coordinate x,y, € &, 1 essere parallele tra di
loro, ciog (;——T) = (‘;‘%), come abbiamo dimostrato nello stes-

50 Corollario ; vale a dire , sussisteranno tra le coordinate delle
due linee parallele le quatiro equaz1uniy=u—:x:l/(l +{§‘—i)‘),

s =een ()10 (B))-(8) = (8):

[} (:c,,T 3 (gj)): o. Ora ponendo nell’ ultima di queste quat-

tro equazioni in luogo delle quantith ,y, (%—;)1 loro valori
cavati dalle prime tre, si ha la sola

7 §een) /(- ()i + W) &) =
la quale rappresenteri I'equazione differenziale delle linee pa-
rallele a tutte quelle rappresentate dalla data g!(;r,y, (;%}):o,

cioé a dire I"equazione cercata .

Integrando I’ equazione differenziale ottenuta, si avrd
P equazione finita di tutte le linee parallele, e questa con-
tersd una costante arbitraria introdotta dalla integrazione, la
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quale si potrd trovare oppm‘lunmncnte,acci(')l’(a.qmz(ane in-
tegrale ottenuta rappresenti la parallela ad una tale delle
cnrve date . Se si tratterd perd di trovare I’ equazione della
linea parallelz a quella rappresentata dalla soluzione partico-

larg della data ¢ (x,)’, @—;}) =0, allora si potrd rispar-
miare la suddetta integrazione, trovando, o la soluzione par-

ticolare dell’equazione 4p(x 2 (‘E,))sn, ed indi colla pro-
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posizione antecedente quella della parallela ; ovvero si potrd
immediatamente trovare la soluzione particolare dell’ equazio-
ne generale a tutte le linee parallele , cioé della differenziale

o el /() (-6 =

giacch® questa rappresenterd appunto I’ equazione cercata;
come facilmente si pud dimostrare .

Derixizione . Gli archi di due linee parallele compresi tra
le stesse normali si diranno tra di loro corrispondenti: cosi
HQ ( Fig. a) si dird corrispondente dell’arco LM, e recipro-
camente LM di HQ .

Prorosizions IIL

Data U equazione di un arco, trovare U ospressione del
suo corrispondente; ciod data Uequazione (y=9x) dell’ arco
LM, trovare I espressione dell’ arco HQ .

Indicando colla 8 I’arco cercato HQ, e colla s IParco LM
di cul si conosce I’ equazione, e colle ¢, u, ed x,y le loro
ate, come nella Proposizione I, si avrd, per le appli-
cazioni del caleolo differenziale alla vettificazione delle cur-

ve (§.81), (:i)]:‘_(-(%i))’ (%))=(§“'—;)a+(%§)1:e po-

BEONCll: = conda i queste apressiont) pet (&_") i1 fsao

v
S Aaa Y B QleFiiis
valore (&%) (ﬁ) trovato nel Corollario primo della proposi-
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zione T, si avrh (;’\-‘i)’:(:—i)‘-.-(‘;%)i &—:’),:( I +(§";)‘) (%;)ﬁ ,
ossia @)‘:&)’ (?f’x)n; cio estraendo Ia radice quadrata, €

sostituendo per (?‘r:.) il suo valore trovato nel Corollario stes-

80, avrassi (%)z(;‘%)—u(g‘%) (:‘T:)H Quindi integran-

do, si otterri I’ espressione cercata dell’ arco corrispondente,
ciog 8§ = s — n. Ang. tang. (;—Z} —+cost.

Volendo ora trovare I costante introdotta dalla integrazio-
ne, indichiamo colla 2 la tangente trigonometrica dell’ ango-
lo LT, fatto dalla tangente LT condotta alla prima estre-
mith L delParco s coll’asse delle  ascisse, ed avremo, pei

dati della questione =0, s=0, ¢ (?f:) =a, i quali va-.
lori danno cost. = m . Ang. tang.a; ciod I'arco cercato S

satd egunale ad .i+n(Ar:g. tang. @ — Ang. tang. @—’:)), ossia

8 =5 - n.dng. tang. . Da quest’ultima espressio-

o5
.....z(g%)
ne ne risulta, che Parco corrispondente S condotto dalla
parte convessa del dato, & sempre equivalente all’arco s, che
si conosce , perché si conosce Ja sua equazione y = Pz, pil
un arco circolare descritto col raggio eguale alla n= MQ di-
stanza degli archi paralleli, e corrispondente all’angolo for-
mato dalle due normali HL, MQ condotte alle estremitd de-
gli archi 8, . Quest’ angolo, ossia arco descritto con un rag-
gio eguale alla unitd, e corrispondente ad un angolo eguale
a quelle formato dalle due normali estreme degli archi paral-
leli, lo indicaremo sempre colla A.

Conozzanio 1. Indicando colla §; Parco corrispondente
allo stesso dato s, ma condotto dalla sua parte concava, si
avri s=$, +nA , ossia 8; =s—nA.
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Corotranio 2. Se due archi s, s' saranno lunghi egual-
mente , e di piu le normali condotte alle estremitd di uno
formeranno un angolo eguale a quello formato dalle due nor-
mali condotte alle estremitd dell’altro, gli archi 8, 5" egual-
mente distanti da essi ¢ loro corrispondenti dalla stessa par-
te, cioe ambedue dalla parte convessa, od ambedne dalla con-
cava, saranno anch’essi tra di loro eguali. In fatti, indican-
do colla n la distanza tanto dei due paralieli §, s, quanto
degli altri 8/, ', & colla A Pangolo formato dalle mormali
condotte alle loro estremitd, si avri, per le formole esposte
qui sopra, S=s==n.A, ed 8'=s'==n.A; ciod sard S=§/,
essendo per supposizione s =¢'. Da questo ne risulta , che
tutte le ovali isoperimetre , avranno linee corrispondenti pu-
re isoperimetre tra di loro; di pidh queste linee corrisponden-
ti, le quali saranno generalmente altre ovali , equivaleranno
al contorno di una delle date, pilt o meno una periferia de-
scritta con un raggio eguale alla distanza di esse dalle dates
come risulta dall’ equazione § =sz=n . Ang.360° =sxamn,
7 indicando la metd delia periferia, che ha per raggio la
unita .

Conorpanto 3. Chiamando M Parco ab parallelo ai due

LM =35, HQ =S5 ed equidistante da essi , si avri M=:+; A,

el S=M+ ZA, ossia M=5—24; e percid aM=s-+5,

Bt . 4
ovvero M = %; ciot a dire Parco M parallelo ai due 8,5

ed equidistante da essi, equivale alla meta della loro somma.
Corozranio 4. In ultimo risulta dall’ equazione S=s+nA,
che, conoscendo tre delle quattro quantiti S, 5,7, A, sipo-
tra trovare, colla stessa equazione la quarta . Cosi, se si vo-
lesse trovare I equazione di un arco eguale in lunghezza ad
una data retta o linea qualunque &, supposto questo il cor-
rispondente dalla parte convessa del dato s di una linea di
cui si conosce I’equazione , avrebbesi b= s-+nd, la quale
Toma XVI. I
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equazione di immediatamente u=b-;'—’. Ora conoseyndo la
distanza tra 1'arco eguale alla linea b, ed il dato s di cui si
conosce la equazione, facilmente colle cose esposte nella pri-
ma proposizione , si troverebbe I equazione del corrisponden-
te eguale in lunghezza alla linea 4.

Osseavazione . Se anche la linea data avesse dei flessi,
avrebbesi sempre S=s=nA , avendo riguardo alla grandez-
za ed al segno dell’angolo A: cosi nella Lemniscata di Gia-
como Bernulli si avrd per Iintera curva 8=g, perché A=o.
Ma se la linea data avra dei regressi, allora o converrd modifi-
care Pespressione esposta dell’arco 'S, o meglio considerare
cinsoun ramo della curva data separatamente. Cio dicasi an-
che per la proposizione seguente.

Puorvosizionse IV.

Trovare I espressione dell’ area compresa tra due lince pa-
railele corrispondenti e le loro normali estreme. essendo data
P equazione di una di esse; cioé trovare Uarea LMQH com-~
presa tra gli archi LM =3, HQ =8, ¢ le normali estreme
HL, MQ, conoscendosi U equasione. della LM,

(&)
B: =Py
3=
BPML, ovvero (§.90) fyhe=9x.
HARQ, ossia (§:g0) fu (;i) Ce i
HLMQ = fir, ed ABLH=Q, e differenziando,
ES, Ay (B
e g o) 66
siavrd (&x _:;:(5\1)+($) &J)+:(1l+]) IE‘)‘— (&.)s ,
(i & G

%) =) (%):u(%), £ (;—S) =0 essendo la quantita

Q indipendente dalla », ossia costante relativamente a que-

Pongasi RPMOQ , ossia = (u+y)
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sta variabile . Ponendo ora in queste espressioni in vece del-

le quantiti ., (-:r:?), (L: i loro valori trovati nel Corol-

lario primo della Proposizione I, si otterrd

B Aoy
(M)ﬁ.n(%,—;-—hny % —n* gxﬂ-&-n F‘;—p

v - ()=

come sopra .
Ora dall’ispezione della fignra si comprende essere iden-
tica I equazione fz =z + P — gz — Q. la quale differen~

ziata per rapporto alla variabile 2 di &/) ( )-h(af) Fr 3
e sestituendo in questa equazione i valori delle quantitd

(ﬂ)! (%—z—), (;") trovati sopra, e riducendo, si ottiene

I’ equazione (M)_n(&:) 2y ) ( ‘) la quale integrata

da Iarea fx=ns —— Ang. tang. (L) —+cost. Ma fatto 2=0B
si ha pei dati delln proposizione, fr=roc, ed s=o0; adun-

que cost. =—Arsg tang. a; e quindi I'area f, ossia

HLMQ=M+~":(Ang.tang.a — Ang. tung‘&))=m+% ALl

Vale a dire, I'area cercata HLMQ equivale ad un rettangolo
avente I'arco s = LM per base, e la distanza n=MQ delle
due linee parallele per altezza; pitt la superficie di un setto-
e circolare avents per raggio la medesima distanza 7, e cor-
rispondente ad un angolo eguale a quello formato dalle nor-
mali condotte alle estremitd degli archi corrispondenti S, s.

Corozranio 1. Indicando colla f,x I"area compresa tra la
Jinea data s, e la sua corrispondente §, dalla parte concava,
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si avrd f.x=nS.-|-r;— A; ovvero ponendo per § il suo va-
lore s —nA trovato nel Corollario primo della proposizione
antecedente , sard f,.a;=ru—»:— A . Ciod I'area compresa tra

Parco s ed un suo corrispondente dalla parte concava equis
vale ad un rettangolo ec. ec.

Conovuanzo 2. Se la linea data fosse un ovale, e che si
cercasse la superficie della intera corona esterna, avrebbesi

n* 0
fo=nst=— dng. 3607 = ns -+ an*; ciod la corona esterna

equivale ad un rettangolo avente per base il perimetro dell”
ovale data, e per altezza la distanza della parallela dalla me-
desima ; pitt la superficie di un cerchio descritto colla distan-
7a stessa, o larghezza della corona: come trovd Fontana Gre-
gorio con ragionamenti geometrici . Se la f indicasse I"area
compresa tra una curva di m giri, e la sna corrispondente
dalla parte convessa, sarebhe f=ns—+m .an*.

Corocrario 3. Moltiplicando per n ciascum membro dell”

equazione M = s+ %A , esposta nel Corollario terzo della

roposizione antecedente , si ha Mn = ns + Z A; cioé
prop e

M= fe=HLMQ. Vale a dire I’area HLMQ compresa tra le
due linee parallele HQ, LM sullo stesso piano ¢ eguale alla
distanza n—MQ moltiplicata per la linea parallela corrispon-
dente M=ab ed equidistante da esse; ossia equivale ad un ret-
tangolo avente per base la parallela condotta a metd distanza,
e per altezza la stessa distanza: risultamento che forma il teo-
rema di Leibnizio accennato al principio di questa Memoria.

S+ g
Cororzarro 4. Essendo M = —, come abbiamo veduto

nel Corollario terzo della proposizions antecedente , si avri
81
Y

5 :
ancora 3M = 2M + %‘ , ossia Mn =L3l ( aM+
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plicando ambedue i membri per g- ; ma, pel Corollario ante-

cedente, Mn & eguale all’area compress tia i due archi 8,3
adunque Iarea compresa tra due linee parallele & anche egua-
Je ad un terzo della loro distanza, moltiplicata per la meti
della somma delle due linee corrispondenti insieme col dop-
pio della parallela condotta a metd distanza. Risultamento
che ha tutta Tanalogia coll’ utilissimo ed elegantissimo teo-
rema di Torricelli esposto dal Torelli nelle aggiunte che egli
fece alle sezioni coniche di Guido Grandi , .ed ultimamente
riprodotto dal Sig. RHossi in una sua elegantissima Memoria .

Cororiario 5. Se le normali estreme di due archi s, ¢
equivalenti formeranno angoli eguali, le aree comprese tra
di essi ed i loro corrispondenti S, 8' dalla stessa parte ed
egualmente distanti, saranno anch’esse equivalenti. In fatti,

Ty e 5
i valoti di queste aree verranno date dalle espressioni ns+=A,
E}

us‘-&-"-;] A, le quali sono eguali tra di loro, giacché s — i

Quindi nelle ovali isoperimetre, e generalmente parlando in
tutte le curve rientranti isoperimetre, le corone che avran-
no la medesima larghezza , e che saranno dalla stessa parte
delle ovali o curve date, cioé dalla parte esteriore o dalla
interiore , saranno equivalenti : teorema utilissimo per gli Ar-
chitetti .

Cororrarro 6. Finalmente coll’ equazione f=ns—+ Zas
B
potra trovare una delle quattro quantith f, 7, s, A conoscendo
le altre tre: di pitt combinando le due equ:lzionij"=m~-t—E A,
a

8 = s+ nA si potranno delle cinque quantitd f,85,s,7n,A
determinar due atte a soddisfarle, date essendo le altre tre.
Per esempio. Se fosse data la lunghezza dell’arco s, I’ango-
1o A formato dalle due mormali condotte alle sue estremitid,
e si cercasse la distanza e I"equazione di un altro arco suo
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corrispondente dalla parte conyessa, il quale dovesse chinde-
re col dato s e le due normali estreme un’area equivalente

alla superficie data a, I’equazione f= rzm—"{ﬁ ci darebbe

— s/ (s4aah) — s P20h)
amente n= - = i

; ciod n=

perché Ialtro valore non ha in questo caso nessuno signifi-
cato. Quindi conoscendosi I'equazione dell’ arco s, si avrd
quella del parallelo cercato, facendo nella Proposizione I
Y]
R A

n=

Delle curve parallele a’doppia curvatura .

Derivizioxe. Due linee a doppia curvatura si diranno pa-
rallele, quando saranno eguali tra di loro le rette tirate da
tutti i punti di una perpendicolarmente all’altra, e di pin
parallele tra di loro le due tangenti di esse condotte alle
estremitd di ciascuna di q;ucute rette . Questa definizione del-
le linee parallele a doppia curvatura, vale anche per quelle
esistenti nel medesimo piano; anzi per queste ultime, si po-
trd ommettere la seconda parte, essendo essa, per le linee
parallele esistenti nelle stesso piano, una conseguenza della
prima .

Potrei qai esporre e dimostrare relativamente alle curve
a doppia curvatura delle propesizioni simili a quelle esposte
e dimostrate per le linee parallele sul medesimo piano, e di
pilt aggiungerne molte altre particolari alla doppia curvatu-
ra; ma ne esporrd solamente aleune, le quali oltre di essere
le pin importanti, saranno utili anche per dimostrarne delle
altre nella teorica delle superficie parallele .
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Prorosizions V.

Due linee quelungue parallele tra di loro esistono sempre
su di una stessa superficie sviluppabile ; cioé sopra di una di
quelle superficie , le quali supposte flessibili ed inestendibili, si
passono svolgere con una semplice flessione in modo di poterle
distendere interamente , senza nessuna piegatura né rotiura,
sopra di un medesimo piano .

Abbassando da tntti i punti di una delle due linee pa-
rallele delle rette perpendicolari all’altra, queste rette risul-
teranno anche perpendicolari alla prima, essendo parallels
le tangenti condotte alle loro estremita ( definizione esposta )5
ciod le rette cosi condotte, saranno normali all’una ed all’
altra, ossia normali comuni alle due linee a doppia curvatu-
va parallele . Di piit, per lo stesso parallelismo delle tangen-
i, tutte queste normali comuni, prolungate sufficientemente.,
s'incontreranno a due a due; cioé la prima incontrerd la se-
da, la seconda la terza, questa la quarta, ec., per essere
a due a due sul medesimo piano delle corrispondenti tangen-
ti parallele : dimodoché esse formeranno colle loro successive
intersezioni una linea, generalmente a doppia curvatura, la
quale ayrd per tangenti le normali stesse, ed in conseguen-
za essa sard una sviluppata tanto di una quanto dell’altra;
ossia sard dessa la syiluppata comune delle due linee paral-
lele,

Ora ella & una proprieta definitiva delle superficie svi-
Tnppabili, che esse si possono generare da una retia, la qua-
le. movendosi nello spazio, si conserva costantemente tangen-
te ad una data curva ( Monge feuille 19 ); e della quale su-
perficie la enrva alla quale mantiensi costantemente tangen-
te la retta generatrice & lo spigolo di regresso, e le sue tan-
genti le cosi dette caratteristiche della stessa superficie svi-
luppabile . Pertanto, se una retta si moverd mantenendosi
<costantemente tangente alla comune sviluppata delle due enrve
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parallele, essa genererd una superficie sviluppabile, 1a quale
avrd per ispigolo di regresso la stessa comune sviluppata, ©
per rette caratteristiche le tangenti della medesima sviluppa-
tay ma tutte le retie caratteristiche della superficie svilup-
pabile, ossia le tangenti della comune syiluppata , passano
per le due curve parallele ;. giacehé sono tutte normali ad
ambedue queste curve; adunque ancora la superficie svilup-
pabile passerd per ambedue le curve parallele; e percio le
due curve saranno sopra, o meglio saranno nella superficie
sviluppabile stessa . Vale a dire, due linee qualunque paral-
lele tra di loro sono sempre sulla stessa superficie sviluppa-
bile, che ha per ispigolo di regresso Ia loro comune svilup-
pata, € per caratteristiche le rette normali comuni alle me-
desime due linee parallele, ossia tangenti alla stessa comune
syiluppata .

Prorosizrone VI

Date Ie due equazioni (y = fx, 2= §z) di una linea
qualungue , trovere Parco corrispondente di una sua paral-
lela .

Immaginando interamente syiluppata , ossia distesa sul
medesimo piano qOp ( Fig-3) la superficie syiluppabile sul-
la quale vi sono le due linee parallele ( prop- ant.), ed in-
dicando colla DD condotta sullo stesso piano ¢Op quella
nella quale si sark cambiata, dopo I’ immaginato sviluppe, la
linea a doppia curvatura rappresentata nello spazio dalle equa-
zioni ¥ = fx, z=@xs € colla linea CC quella nella quale si
sard cambiata la sua parallela , saranno evidentemente queste
due linee piane anch’esse parallele tra di loro ; di pilt avran-
no una distanza MQ eguale a quella delle due parallele a
doppia curvatura, e per comune sviluppata la linea piana IXH
rappresentante In linea nella quale si sari cambiata la comu-
ne sviluppata delle due linee a doppia curvatura , ossia lo
spigolo di regresso della superficie sviluppabile ,

Ora
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Ora riferendo le due linee DD, CC agli assi ortogonali
04, Op, ciod alla normale comune Oy, che passa per le pri-
me estremiti D, C delle due linee parallele, ed alla Op pa-
rallela alle tangenti DN, GL condotte alle stesse estremiti
( si terranno sempre questi assi }, ed indicando colla p I'a-
scissa OP; colla ¢ T'ordinata PM, colla s Parco MD, colla S
Tarco corrispondente CQ, colla 2 la distanza MQ, e final-
mente indicando colla A, al solito, I’angolo DVM formato
dalle due normali DV, MV condotte alle estremitda D, M dell®

ma 8 3 A
arco s, avrassi colla Proposizione III (%):(g;)ug.n g\;‘u},

ossia (3‘;2): E) -o-n(:l—t) prendendo la 2 per variabile prin-
cipale, od anche S=s+ A ; cioé si conoscerd sempre I'ar-
<o corrispondente S, quando si conosceranno le quantitd s,
ed A. Vediamo pertanto, come si possono trovare queste due
quantitd coll’ajuto delle due equazioni y =fr, z=gx, le
quali per ipotesi sono date .

Supponendo il punto M della linea piana DD quello al
quale corrispondevano nello spazio le coerdinate z,y, z, sa-
i Parco s eguale anzi il medesimo arco della linea a doppia
curvatura avente per equazioni y =fv, 2 =gz, e corrisponden-

te alle coordinate x,y,z; cioé sard (g—:)=l/(’+®%)ﬁ+(?§)i)’
ntegrale fa\x /( T (g‘“:)a"' @‘;), )

preso tra i limiti, che si prescriveranno, Similmente, essen-
do in questo caso, per la particolare disposizione degli assi
delle coordinate p, e ¢ angolo A eguale all’angolo MTp
che fa la tangente MT coll'asse delle ascisse, sard A=Ang.

e percio s egunale all

L)
tang. (iﬁ’:), ossia_differenziando (:-—:):ﬁf’i ma indi-

l-i»»",

cando colla R il raggio osculatore MX della linea piana DD, si
Tomo XFI. M
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Erey Bl

1 (BD) G

sa, che R & eguale ad ((ﬁ)—‘i e percid %@)’
- 7

(]

3oy (e
adunque (&) = {:%N&:L!{Z).; ovvero supponendo. % la

4

il S Sl any_ (5 e,
varizbile principale, sard (=)= 0= Vale a dire si cono-

L [3A . L
scerd (3\_:)’ quando si conoscerd la quantiti R.

1l punto M rappresentando sul piano ¢Op la nuova po-
sizione di quel punto a cui corrispondevano nello spazio le
coordinate z, y, z, ¢ la sviluppata IXH ra[!pres:ntande la
linea nella quale si & cambiata la comnne syiluppata delle
due linee a doppia curvatura, il punto X di contatto della
stessa IXH colla normale ME rappresenteri la posizione che
ayrd preso il punto di contatto della comune sviluppata del-
le due linee parallele a doppia curvatara colla normale co-
mune, che passa pel punto corrispondente alle coordinate
xyys =3 e percid il raggio osculatore MX =R della linea
piana DD sard eguale al raggio della linea espressa dalle e~
quazioni y=/x, 5 =gz, il quale & anche tangente alla svi-
Iuppata comune delle paraliele . Ma Monge < insegna, nel
decimo volume delle Memorie presentate alla Reale Accade-
mia delle scienze di Parigi, come si possono trovare i raggi
di una curva, tangentt ad uma tale sviluppata, quando sieno
date della curva stessa le equazioni e le coordinate di un pun-
to per cui dee passare una sua normale tangente a quella
q la R, giacché sono da-
te le equazioni y=fx, =g« di una delle due lines paral-
lelo a doppia curyatura, e le coordinate di un punte, per lo
mene, per cui deve passare U'altra, ossia le coordinate di un
punto di nna normale della curva data; e con cid conoscere-

mo tanto il numeratore (‘;::) =|/( 1 +(%)’-+ (%{)m), quan-

tale sviluppatas
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to il denominatore R del valore di (“)\t).’ quindi conoscere-

mo ancora lo stesso angolo A, poichis esso sard eguale all®in-

Byt sy’
neg1‘alefl'/(‘+(’5_£) +(If) ) ¢, presa tra i medesimi limi-

ti, tra i qualisi prenderd altro fi/( I+ @’;)1-0-@—:) a) de

per avere I'arco s.

Altro modo per avere Uangolo A, od almeno una sua
derivata prima.

Fssendo le normali comuni alle due linee parallele tan-
genti nel medesimo tempo alla comune loro sviluppata, gli
angoli formati dalle stesse successive normali saranno i me=
desimi angoli formati dalle successive tangenti di questa svi-
Iuppata; e percio la ricerca dell’angolo A & ridotta a quella
dell’ angolo generato da una tangente della comune sviluppa-
ta, la quale scorra lungo la medesima curva, senza cessare
mai di essere sua tangente: ma I'angolo che genera questa
tangente ¢ egmale a quello che generercbbe una retta, la
quale variasse di posizione nello spazio, senza cessare di pas-
sare per Porigine delle coordinate e di mantenersi parallela
alia medesima tangente; e questa retta genererebbe eviden-
temente una superficie ica, la quale avrebbe il vertice
all origine ; adunque I’ espressione dell’angolo A , sard la stes-
sa di quella della intersezione della suddetta superficie Coni-
ca con una superficie sferica avente il centro all’origine , &
per raggio quello delle tavole trig: ometriche . Passiamo per-
tanto a determinare Iespressione di questa intersezior

Chiamate x, ¥,z le coordinate di un punto della comu-
ue sviluppata, o in generale di una linea qualunque, e p, g, r
quelle di un punto di una retta, che passa per origine pa-
rallelamente alla tangente della stessa sviluppata condotta al
punto a cui corrispondono le coordinate x,y %, si avranne
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le equazioni g = (?T:)p = {%;)p, le quali rappresenteran-

no la retta parallela alla tangants se si considererd in esse
la 2 come determinata, eranno la superficie Co-
nica di cui abbiamo parlam sa si considerert la stessa x co-
me quantith da eliminarsi . Adunque le equazioni della inter-
sezione della superficie Conica e della sfera, che ha il cen-
tro all’ origine delle coordinate ¢ per raggio I’ unita trigono-

metrica , saranno q= (%)p, r= (%)p,p’+q’+ﬁ‘—x=o

(indicando 7, ¢, r adesso le coordinate ortogonali della inter-
sezione stessa ); ovvero

A -+<*3>‘+(§;)*)=@=’ H(5) = (): ()
L *(&‘) . Quindi considerando ’arco di questa in-

tersezione e le sue coordinate p, ¢, r funzioni della x, st

s () ()
(3)=(82): (2)-3) ()
) () (&) ()-8

&y
FYa

(ii)-(ir
) (i‘_) ( ) (w)ag ciod ponendo nell’ espres-
sione i valori delle }}-f) ) (M) (8~ ), si avrd

(5 () *—Hf
= EIE) G B G @) ome

10, osservando, che I«o—(;v) (‘Tl),ﬁ Bjr} ¢ percid dif-

s () 2) () (1) =(8) (). o
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(=132 (32~ (3): (2] s 0 e

A
do la radice quadrata, si avrd (‘!-) 4
A= (7

kY

o .
Nelle considernzioni fatte per ottenere quest’ultima e~
spressione abbiamo supposto la = variabile principale, se in
vece si fosse supposta la stessa «, unitamente a tutte le al-
tre quantith y,z, s, A funzioni di un’altra qualunque varia-
. . By :
hile ¢, sarebbesi ottenuto per la derivata (V I’ espressio-

= 4 - RAY .
ne, che si otterrd, sostituendo in quella trovata di (W in

o A g A= e 3
vece delle quantitd (i—x), (gT”) 5 (3\(,)., (im_‘) le loro equi-

wtenti 5,70 (5): () (37): (5~ (57) ()’
cioé si sarebbe ottenuto (‘;‘—P:}fl/(}@%) *(kﬁ()»:;(i“;) i iTJ) l &
e

Espressione affatto simile a quella che di Lagrange nella sna
Meccanica Analitica per I’espressione dell’angolo di contin-
genza di una linea qualunque, e che egli trova cogl’infini-
tesimi, seguendo un metodo tutto diverso dal nostro .

Trovato che ayremo colle regole esposte, tanto I'arco s
della linea avente per equazioni y=fr, z =gz, quanto I’an-
golo A; avrassi i di; coll’ equazi S=s-+nA,
esposta sopra, ’arco corrispondente S. Vale a dire P’arco
corrispondente dalla parte convessa di una linea qualunque,
sia essa a semplice, o a doppia curvatura, sard sempre egua-
le a quello della data, pitt un arco circolare avente per rag-
gio la distanza delle due lince parallele, e corrispondente ad
un angolo eguale all’ integrale dell’ angolo di contingenza del-
la comune sviluppata, preso tra i limiti indicati dagli stessi
archi corrispondenti; cioé all’angolo A.
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Conotrarro 1, Ponendo nell” Eqmziene, esposta sopra,

($)=(§_;)+n(& )Pﬂr a\A) il suo valore ((}.p} @_«92)&:“’

ossia 1’ equivalente (%) R, si avrd (s‘s )_(B\ )+u (é\:_,)

ciot prendendo per variabile principale I'arco s, sard ﬁ)

1+

T
formola, che serviri mirabilmente, come si vedra, per di-
mostrare facilmente alcene proposizioni, che esporremo nel-
la teorica delle superficie parallele.

Prorosizione VIL

Trovare la porzione della superficie sviluppabile compresa
tra le due linee parailele e le normali estreme, conoscendosi ,
come nella proposizione antecedente, le equazioni di una di
esse .

Supponghiamo , come nella proposizione antecedente, la
superficie sviluppabile sulla quale vi sono le due linee tra di
loro parallele, distesa sopra il piano ¢Op, e per quello che
abbiamo detto nella medesima proposizione , sard la saperfi-
cie cercata equivalente alla superficie DCQM compresa tra le
due linee parallele DD, CC condotte sullo stesso piano, e le
loro normali estreme QM , DG. Quindi indicande colle s, .,
ed A, cid che abbiamo indicato nella propesizione anteceden-
te, & colla f& la superficie cercata, si avri, per la Proposi-

gione IV, fr=ns+ A . Vale a dire, la superficie compresa

tra la linea data e la sua corrispondente dalla parte conves-
sa equivale sempre ad un rettangolo avente per base Iarco
della data, e per alteaza la distanza delle due linee paralle-
les pin Ja superficie di un settore circolare avente per rag-
gio la medesima distanza delle due linee parallele, e corri-
spondente all’angolo A, cioé all’integrale dell’ angolo di con-
tingenza della sviluppata comune, preso tra i limiti indicati
dagli stessi archi corrispondenti.
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Stante la grande simiglianza che hanno le formole

S=s+nd, fr=ns+ ":‘A e le quantiti in esse rappre-

sentate co’segni S,s,7, A, fu riferibili alle curve a doppia
curvatura , colle analoghe equazioni e quantiti rappresentate
¢o’ medesimi segni esposte. nelle proposizioni LT, IV, io tra=
Tascio qui di esporre le conseguenze, compatibili colla dop=
pia curvatura, simili a quelle esposte estesamente in quelle
proposizioni: di pitt veduta la semplicitd sotto la quale si so-
no fortunatamente presentate le equazioni § = s -+ nA,

Jr=ns+ ”;A di queste due ultime proposizioni, e percio

la facilitd colla quale si possono cavare da esse le conseguen-
z¢, tralascio anche di esporne delle nuove particolari alle Ii-
nee parallele a doppia carvatura, e passo immediatamente a
parlare delle superficie parallele.

Delle superficie parallele.

Relativamente alle superficie parallele esporrd delle pro-
posizioni affatto simili a quelle esposte rispetto alle linee pa-
rallele sullo stesso piano; di piit, senza nuocere alla succes-
sione delle idee seguird anche il medesimo ordine, inseren-
do perd. di mavo in mano quelle proposizioni particolari alla
natura diversa di queste estensioni: anzi appoggierd qui pu-
re la prima Proposizione alla

Dermyizione. Una superficie che abbraccia tutte le sfere,
che hanno il medesimo raggio ed i loro centri tutti sopra di
una superficie data, dicesi parallela a questa data .

Questa definizione & affatto simile a quella data per le
linee parallele esistenti sullo stesso piano, e sopra della qua-
Te ho appoggiato la prima proposizione della loro teorica.
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Prorosizroxne VIIL

Data I equasione finita (z=¢ (x,y)) di una super-
Jicie qualunque, trocare quella di una sug paraliela.

I dimostrato nella teorica delle soluzioni particolari
(§- 284 ), che, se F (£,s,u,2,y)=0 rappresenta I’equa-
zione di una superficie tra le sue coordinate £, 5,2 ed i pa-
rametri x, ¥, ¢ dimostrato, dico, che fatto continuamente
variare quei parametri, onde divengano a',y', 2", )", ec. le
superficie rappresentate dalle equazioni F (£,5,%,2',y')=o0,
F(f,s,u,2",y") =0, ec. sono tutte abbracciate da un’al-
tra, e I’equazione di quest’altra si ha, ponendo nell’equa-
zione F (¢,s,%,z,y)=o0 in vece delle quantitd z,y i lo-

ro valori cavati dalle equazioni (8—:) =y (‘%‘:):0'

&

In conseguenza pertanto della definizione esposta delle
superficie parallele, se colle £, 5, 1 indichiamo le coordinate
di una di quelle sfere, che hanno un medesimo raggio n, e
tutte il centro sulla superficie data, e debbono essere abbrac-
ciate dalla superficie parallela; e se indichiamo colle =, y,
z =1 (2.y) le coordinate del centro di questa sfera, la sua
equazione, ciod (t—z P+ (s—yP+(w—z)P—n*=0,
ci dard quella della superficie parallela, quando vi si porrd
in luogo delle %, y quei valori che per z, y ci daranno le

equazioni t—x-+(n—z) (}%}zc, s—y+(n—2z) (%) =

Nota. . Nell’avvenire scriverd per brevitd o', ,7,2",
{ 2, 5,57, m vece delle @—'{), (%), (}ﬁ), (g‘:’f), (?Ji), (i—;‘; .

| -
Corovranio 1. Considerate nell’equazione (t— 2 )*+(s—y )

‘ +(u—zpP —n*=o le due quantitt z, y siccome funzioni
delle ¢, ed s, e quali vengono date dalle due equazioni

t—x
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t—.[+{r¢—:)(;—:):n,:—y+(u—z}(%)=o, ossia.
t—z(t—z)5=0, s—y+(uw—z)z=0, ¢ prese di quel-
la le due prime differenziali rapporto alle stesse variabili #,
ed s indipendenti tra di loro, si hanno le due equazioni dif-
ferenziali

t—\z:+(u—z)u’—(t—x+(u—z)z‘}(a—’)—(s-—y—a—(u—zh)(%%):o,

=y (s—z)u—~" (z—x-k(u—n)z & s—y+(u—\z)z (%):o,
le quali, per la sussistenza delle due ¢ —a+(2—3)2'=0,
s—y—+(u—2z)z =0 si riducano evidentemente alle altre
t—z~+(u—z) =0, s—y-(u—z) u,=0; dal che risulta che tra
le coordinate delle due superficie parallele sussistono le quattro
equazioni ¢ — x4+ (n—z)2 =0, s—y+{u—z)z=0,
t—a+(n—z)u=0,s—y+(u—2)u=0
x—t ¥

le quali danno T:i = 5 u—_::zu,; & percid

#=u',z,=u,, Vale a dire, i piani tangenti alle due superfi-
cie parallele ai punti corrispondenti alle coordinate %,y .,
e t,s,u sono anch’essi tra di loro paralleli.

Cororranro 2. Cavando dalle tre equazioni (#—x)+(s—y)*
+(u—z P—nt=0, t—x+(u—z) =0, s—y+(u—z)z,=0
i valori delle coordinate £, 5, u si ottiene

ns! ns, n
Viiwsaa)? =) T e T ) ?
i quali sostituiti nelle equazioni (§.3c9) a—z+(c—=z)z'=0
b—y+(c—z)z,=o0 in luogo delle a, b, ¢ coordinate della
normale rappresentata da queste due equazioni, danno

t=x—

as! n AL
B ey x"'(z'":/;.-.-f-ﬂ-; ”)z—”’

n =
I Vo, _Jf*( ;/(.+.'=+s.‘) s)’_"’
ossia 0=0,0=0} adunque la normale della superficie data
condotta al punto a cui corrispondono le coordinate .5, %

Tomo XTI
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passa pel punto della superficie parallela a cui corrispondono
le coordinate £, s, % . Ma abbiamo trovato nel Corollario an-
tecedente, che, il piano tangente alla superficie data nel pun-
to a cui corrispondono le coordinate z,y,z, ¢ quello della
parallela nel punto corrispondente alle altre #, s, %, sono pa-
yalleli tra di loro; quindi la normale alla superficie data, che
passa pel punto corrispondente alle coordinate %, y, = sark
anche normale alla parallela al punto a cui corrispondono le
t,5,u; ciot a dire sard normale comune alle due superficie
tra di loro parallele .

Similmente, essendo la distanza dei due punti corri-
spondenti alle coordinate x, ¥, 2, € £, 5, u egusle a
V(=2 4+ (s—y)* 4 (w—2)%), e questa quantits risul-
tando per I equazione (t—z )+ (s—yP+(e—zf—n*=0
eguale alla quantitd p, la distanza tra questi due punti sari
anch’ essa costantemente eguale alla n. Vale a dire, le nor-
mali delle due superficie parallele, condotte ai loro punti che
cm-rispundono alle coordinate x.y, 2, € £, §, & occupano nel-
1o spazio la stessa posizione, e differiscano costantemente del-
Ia linea n.

Conorranto 3. 11 doppio segno che pud precedere il ra~
dicale /(1 ++2%~+35?) contenuto nelle espressioni trovate qui
sopra delle coordinate £, s, % ci fa vedere, che ad ogni va-
lore delle z, y , 5 corrispondono due di quelli delle coordina-
te £, ¢, della parallela; ciod che a ciascuna foglia della su-
perficie data corrispondono due foglie della parallela, una da
una parte e V'altra dall’altra di essa, ed alla medesima di-
stanza .

Ossenvazione 1. Volendo descrivere per punti una tale su-
perficie parallela alla data, bisognerd primieramente fissare il
segno al radicale contenuto nei yalori delle medesime coor-
dinate ; cid che si fard, come si fa gencralmente per avere
le coordinate di quelle sole porzioni di tutte le normali di
una superficie, che cadono dalla stessa parte della superficie
medesima . Fatto questo, si porranno nelle espressioni delle
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£, 5.1y cosi stabilite, i valori delle quantitd z, 2/, 5, cavati
dall’ equazione =@ (x,¥) della superficie data; ed indi si
daranno alle due quantita indipendenti a, y diversi valori par-
ticolari, e si otterranno i corrispondenti delle coordinate £,s,u,
i quali disposti perpendicolarmente Puno all’altro nel modo
a futti noto, daranno nello spezio i punti di quella tale su-
parallela .
Osspnvazions 3. Veduta I’ uniformita della soluzione data
della Proposizione presente con quella della Proposizione I,
colla quale quest’ultima ha tutti i rapporti, stimo inutile Ia
vipetizione della conseguenza esposta nel Corollario guinto
della suddetta proposizione; giacche essa si applica, senza il
minimo cambiamento, ancora alle superficie .

perfi

Prorosizione 1X.

Trovare U equazione differenziale delle superficie paraile-
le w quelle rappresentate dall’ equazione pure differenziale
Plz-0.2:% i

Siccome i rapporti delle coordinate delle due superficie
parallele espressi dalle equazioni (f—a)P~(s—y)-+{u-z)'—n*=0
t— o (—3)F =0, s—y~+(u—3z)z=0 ed il parallelismo
dei piani tangenti, ossia le due equazioni 2 =u', & =1,
sono alfatto indipendenti dal modo che si presenta I’ equa-
zione conosciuta della data superficie, cosi si avranno, tra
1e coordinate delle due superficie di cui si parla, le seguen-
ti equazioni
Flaryatson) = 05 (6 — 2 = (s—y P o (w—z ) — ni=0
t—zt(u—z)d =0, s—y+(u—5)z5=0,2=u 2=,
le quali combinate tutte in qualunque maniera, danno sem-
pre delle equazioni, che rappresentano delle proprieta delle
coordinate di una, o di ambedue le superficie parallele.

Ponendo nelle prime quattro di queste equazioni in luo-
go delle quantitd 2, z, le loro eguali u', u, dateci dalle ulti-
me due, si avranno quattro equazioni, nella prima delle qua-
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1i ponendo di mmovo in vece delle x,y, 7 i loro valori
' nu, n
Vomwar+un S T o rw) 2 T PO +u)

cavati dalle altre tre, si avrd la sola equazione

LA

' nu, n 5
2 (*"' o T T )
la quale contenendo le sole coordinate della superficie paral-
lela, ne rappresenta la sua equazione; ciod sard questa I'e-
quazione differenziale cercata.

Se si cercasse I’equazione finita delta superficie paralle-
la a quella rappresentata dalla soluzione particolare della da-
ta §(=,y,2,7,5)=0, essa si otterrebbe, o trovando la
soluzione particolare di questa equazione data, ed indi I'e-
quazione della parallela colla proposizione antecedente ; ov-
vero trovando immediatamente la soluzione particolare dell’
equazione differenziale di tutte le superficie parallele, ciod
a dire dell’equazione trovata sopra

' T, n g
? (t+V(I-I-rl“-i-u.'—),j—.-]/’(Vl-u"«vix")’M_Vf!d-u"+u“ “’”‘)=“5
giacché questa soluzione particolare rappresentera appunto la
superficie cercata; ciod la parallela a quella rappresentata dal-
1a soluzione particolare della equazione differenziale delle da-
te. Tutto accade come nelle linee parallele esistenti nello
stesso piano .

Derixrzione . I punti ove una stessa retta incontra per-
pendicolarmente due superficie parallele, si chiameranno pun-
ti corrispondenti di queste superficie , o semplicemente cor-
rispondenti. Similmente, se da tutti i punti di una linea con-
dotta sopra di una supsrﬁcie,sicomlumumc delle perpendi-
colari a questa superficie, e si prolungheranno sino all’incontro
di un’altra superficie ad essa parallela, la linea che esse se-
gneranno sopra di quest’altra superficie, si dird linea corvi-
spondente della prima; e veciprocamente la prima della se-
conda; ciob queste due linee si diranno tra di loro corrispon-
denti .
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Prorosizione X

Conoscendo I’ equazione di una delle projesiont di una li-
nea condotta sopra di una superficie data , trovare le equazioni
della linea sua corrispondente .

Chiamando z, y, =z le tre coordinate di un punto della
superficie data, il quale & anche comune alla linea condotta
sopra di essa, e &, 5, % le tre coordinate del punto corri=
spondente, ed n la distanza delle due superficie parallele
si ofterra come sopra

id sl A
t_z_l/fl-w-"-v—:.‘}"‘:y—q/(:-o-:"-f-:,':’ u‘-z+[/(1d»x”+:“)’

dimodoche sostituendo in queste tre equazioni i valori delle
due quantitd y, z cavati dall’ equazione data della superficie,
e da quella pure data della projesione, otterransi i valori
delle coordinate ¢, s, u espressi in funzione della sola x3 ed
eliminando la « da questi valori, si avranno due equazioni
tra le sole coordinate ¢, 5, u, le quali rappresenteraunc la
linea corrispondente alla data.

Prorosizione XI.

Tra tutte le linee che si possono condurre sopra di una da-
ta superficie , trovare quelle che hanno le corrispondenti paral-
lele a sé stesse; cioé trovare tra tutte le linee corrispondenti,
quelle parallele tra di loro .

Per la stessa definizione delle linee corrispondenti esse
hanno tutte la prima proprieti che dehbono avere due linee
per essere tra di lovo parallele, ciok che le rette tirate da
tutti i punti di una perpendicolarmente all’altra sono egna-
1is e percid la soluzione della proposizione si riduce a tro-
vare quelle tra le linee corispondenti; le quali godono an-
¢he della seconda proprietd che aver debbono due linee , in
generale , per essere tra di loro parallele ( veggasi la defini-
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zione esposta delle linee parallele a doppia curvatura ). Vale
a dire, totto riducesi a trovare quelle linee cernspn:!dcnu,
che hanno le due tangenti condotte alle estremita di ciascu-
na delle suddette perpendicolari, cioé ai punti corrisponden-
ti alle coordinate x, ¥, 2z, @ £, 5, u, anch’esse parallele
tra di loro.

Essendo le tangenti delle linee corrispondenti, condoite
pei punti a cui corrispondono le coordinate x, ¥, 2, e ¢,
s, &, sopra i piani condotti per gli stessi punti tangenzial-
mente alle superficie parallele, e questi piani, per quello
che abbiamo gid dimostrato nel primo corollario della propo-
sizione VIII paralleli tra di loro, saranno le medesime tan-
genti anch’esse parallele, se avranno le loro projezioni su
di un piano delle coordinate, per es. quelle sul piano delle
coordinate x, z, o delle #, s, che & il medesimo, parallele
pure tra di loro, ossia se formeranno angoli eguali coll’asse
delle @3 ciod tra le linee corrispondenti, quelle che saranno
tra di loro parallele, avranno delle projezioni sul piano delle

«y le cui equazioni soddisfaranno alla differenziale (& = %)

ossia alla equivalente (%): (g{) 5 (g—:), prendendo la z,

in ambedue i membri, per variabile principale .

Qualunque sieno le due linee corrislmnrienti si ha sem-

pre, come abbiamo veduto nella proposizione antecedu\ta,
2

!

t=r = e Y=Y — s

T

ossia t=r— —, ed s=y— %“, ponendo | /(2% +z2)=
“

€ percid
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e ) (32) -2 2 m

(Y ]
danno ({;—:}‘_ na R A ,4_(;: :x';‘ ; -|:")(;)\7 5

1 e B o (S = ) (5
ossia facendo sparire il grande demominatore, e sostituendo

in vece dell’ @ il suo valore |/(142+22), e poi ordinan-

;] H IR [ .
do I’ equazione risultante per rapporto alla quantitd (»—x) , 8iha

{( 1+272)2,—5'z ,z"}(:—:)’—f( 1422z, —(1 -g—:,’):!"} e
equazione , alla quale debbono soddisfare le equagioni delle
projezioni sul piano delle zy di tutte le linee condotte sulla
superficie data, che hanno le corrispondenti parallele a st
stesse . Quindi sostituendo nella medesima equazione in yece
delle quantitd 2, 4,5 2", 2, £, i loro valori cavati dall’equazio-
ne della superficie data, i quali saranno per la patura stes-
sa della superficie funzioni delle z,y, ed integrando I'equa-
zione risultante, se ne otterri una finita, che conterri una
costante arbitraria, e rappresentera un’infinith di curve, le
quali saranno le projezioni delle linee condotte sulla superfi-
cie data , che hanno le corrispondenti parallele a sb stesse .

Coxrorranio 1. L’ equazione
{(| +z,-‘)z“—-z'sp"}(§‘—i) ——{( 1+2%)z,—(1 +z‘=]z"}(;{)—( 14522 +27"5=0
essendo la stessa equazione delle si celebri linee della massi-
ma ¢ minima curvatura della superficie data, ne risulta, che
le linee corrispondenti parallele tra di loro, sono le medesi-
me linee di curvatura delle due superficie parallele; di piit
che le linee di curvatura delle due superﬁcie parallele; sono
le sole corrispondenti parallele tra di loro, ossia che, tanto
il parallelismo delle linee corrispondenti, quanto la
e minima curyatura di una superficie, definiscono le medesi-
me linee : risultamento utile per la Stereotomia .

Conrorrario 2. Indicando colle C, ¢ gli archi delle due li-
nee di curvatura della superficie data, che passano pel pun-
to a cui comispondono le coordinate 2, ¥, 2, colle R, ri

—(1-+2")5 +5'2"z =0,

—_—
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raggi di curvatura della medesima superficic ; e colle ', ¢
gli archi detti corrispondenti agli archi C,c ¢ condotti sn
superficie parallela, si avid, pel Corollario della Proposiz

ne VI, (2‘%):1—1—%, e (%):14—?.

Osseavazrone . Avendo dimostrato qui sopra I'identitd tra
Ie lines di curvatura di una superficie, e quelle linee che
hanno le corrispondenti parallele a sé stesse, tralaseio di di-
mostrare, che per lo stesso punto di una superficie , gene-
ralmente parlando, non possono passare che due linee sole,
le quali abbiano le loro corrispondenti parallele a si stesses
che queste si segano ad angolo retto, ed altre singolari pro-
prietd di queste linee, le quali si trovano esposte e dimostra-
te nelle Opere di Monge, Lagrange. e Brunaceei ( §. 310 )
relativamente alle linee della massima e minima curvatura
delle superficie .

Demsmzioxe. Le porzioni di due superficie parallele, che
saranno terminate da linee corrispondenti, diransi superficie
tra di loro corrispondenti, o semplicemente corrispondenti.

Prorosizroxe XIL

Data U equazione di una superficie s eque[le del suo con-
torno, trovare Uespressione della superficie sua corrispondente..
Ritenendo le indicazioni delle coordinate di ambedue le
superficie, impiegate gia pilt volte, ed indicando colla Q la
superficie corrispondente cercata, si avri, per le applicazio-
ni del calcolo differenziale alla quadratura delle superficie

(§. 320), (i—:&%) =p/(1+1"+u?); cioé prendendo Uinte-

grale doppio dell’ espressione %238/ (1 +u*=u?) rapporto

alle variabili ¢, s, che sono tra di loro indipendenti, ed esten-

dendolo tanto alla fise della prima integrazione, quanto a

quells della seconda, tra i limiti fissati dalle lines corrispon-

denti al contorno della superficie daa, si otterrd la superfi-
- cie
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cie corrispondente cercata. Questo sarebbe il metodo a pre-
ferirsi, come il pili diretto, per trovare la superficie cor
spondente Q, ma siccome &’ incontrano grandissime difficolta
nelle sue applicazioni; poiche richiede I’equazione della stessa
superficie parallela, e quelle delle linee corrispondenti al con-
torno della data; e percid espongo il seguente, col quale si
pud determinare la stessa superficie corrispondente, senza de-
terminare né I’ equazione della superficie parallela, né quelle
delle linee corrispondenti al contorno della data .

Supponendo ¢ = f(x,y ), ed s =@ (z, y ), ciod
a dire le variabili principali ¢, s contenute nell’equazione

{;“;) =/ (1 +u®+u?) funzioni delle altre due x,y pu-

re tra di loro indipendenti, le regole che si danno per tra-
sformare interamente un differenziale secondo parziale di una
qualunque quantiti (§. 177 ), ossia per trovare il differenzia-
le secondo parziale per rapporto a due variabili indipenden-
ti, quando si conosca gid il suo differenziale secondo parziale
preso per rapporto a due altre variabili pure tra di loro in-
dipendenti e funzioni delle altre due, danno

(E2)=1(32)(3)-(2) Qv+

% Quando fard bisogno, si prenderd il secondo membro col

segno contrario ,, ma abbiamo trovato #, nel Corollario se-

condo della Proposizione VIII, ossia
%5

flz,y)=x—

na'
z— —, ed s ovvero

Vs

fP(-’ﬂ,Jr'):y-——"' =y— ", da cui cavasi
i+ ) e

Fors
(=
tr i Pl
(%\%)= =20 Bz, +457), @T{)= = (zﬁ..-'—z‘:'.)—’%':
& di piti pel Corollario primo della medesima Proposizione VIIT,

si ha u/=s',u,=z,, per eui /(141" +u2)=y/ (145452 =0;
Tomo XV1. 0

-+ :—f (82" +25), (g
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adunque ponendo nell’ espressione esposta di (38\\?0)) in vece

delle quantith (&&f), (%—f), (};—t), (%), V1 el

questi loro valori, si avrd

(E)i(-5

f{%(s's"—b—z‘z,')—%) ':‘i;(” + '

7z,

+— ':is (22,422, ))

=)es

ovvero facendo le moltiplicazioni indicate, e sostituendo in

Inogo della o il suo valore V(1=+z2+22), si otterrd (iﬁ)

eguale all’espressione
) A D o e i
EAPA RIS i e (T
la quale dipende, come si vede, dalla sola equazione della
superficie data; dimodoché sostituendo nell’ espressione
e T I
{l/(l+z'“+2.“lfk {1215 ).Jﬂ/‘(w;l ) 154y
in luogo delle quantiti z', 5, %', 3", z, 1 loro valori cavati
dall’ equazione della superficie data, si ayrd una funzione del-
le sole variabili indipendenti 2,y il di cui integrale doppio
preso relativamente a queste due variabili, ed esteso tra gli
stessi limiti, tra i quali converrd estendere quello dell’altra
espressione 329y} (1 +5"+22) per avere la superficie da-
ta, ci dard la superficie corrispondente cercata Q. Con que-
sto metodo la difficolti ¢ ridotta alla sola integrazione doppia,
ciod ad una difficolth appartenente alla natura medesima del-
la questione .

Conorranro 1. Se la superficie data sard quella della mi-
nima estensione , ossia quella la cui equazione soddisfa alla
differenziale 222z —(14-27)2"'—(1+2")z,=0, come di-
mostrasi nel calcolo delle variazioni  Lagrange. Funzioni .
Legione vigesimaterza ,, allora sparird il termine

—z/*)

Tt ez?

» € si avrd semplicemente (;::7)
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(s,

:l/(x+z"+z,’)+l/

) s ! i
P ; cioé basterd integrare Ye-
(s, —5/) } ;

Vi P by per ave-

re la superficie corrispondente a quella della minima esten-

spressione {1/( L4242 ) 4

sione .
Conoranzo 2. Similmente, se la superficie data sard svi-

luppabile , si avrd solamente (:‘:%) =1 +5"+z)

nfatsg,— (x5 2= #2051
[
lappabili 7'z, — 2 =0, come dimostrasi nella loro analisi;

ed integrando I’ espressione
e o fuseat) em (R 2
{1/(|+z"-‘+z,‘)+"i“ i eona) f s i ]}&xs\y, si

avrd la superficie corrispondente alla data superficie svilnp-
pabile.,

Esewero. Sia 2=/ (a%*—y"), ciod la superficie data sia
quella di un cono retto, che ha il vertice all’origine delle
coordinate , e per asse quello delle 2, e di cui la tangente
trigonometrica dell’angolo che fa nn suo lato collo stesso as-
se & a; e cerchiamo la superficie corrispondente alla quarta
parte di essa compresa tra i piani delle coordinate positive .

1’ equazione z=)/(a2>—y*) ci di 7= oo

, essendo per le superficie svi-

1z

Viaz—r)"
y o e e

5= R Y T ee=rr BT gy °
! = _."‘i_. A P gyt axp/(1+a*)
g Vi =y’ ciod /(1 2% + 22) = A
nladsd,— 1+ 2 =@+ z,] I i et
T T e percid in que-

1

sto caso 5ari(%)=(n+aﬂ/il+a’)) TP

Integrando I’ espressione (n-s—mrl/‘( a2l ))V(x§iz’} Tolas
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tivamente alla y, ed estendendo Pintegrale tra i limiti di

y=o0, ed y=ax fissati, si otterrd 2 (r+azx 1+ ha s
2

e di nuovo integrando questa espressione relativamente alla
x, e trovando I’ arbitraria colla condizione, che spariscono
unitamente le coordinate e la superficie, si avra la superficie
cereata Q = § wnx + J maxt {14+ a2 ).

Altro modo generale per avere I espressione della superficie
corrispondente, od almeno una sua derivata seconda parsiale.

Supponendo fissate sulla superficie parallela due linee
qualunque, da coi partire e da considerarsi quali assi per [{
misurare gli ‘archi di curvatura della stessa superficie, e chia- {
mando G, ¢' le lunghezze degli stessi archi compresi tra il
punto del loro incontro e le due linee fissate , si avrd 1

5—5%) = 1. Ma indicando colle C, ¢ i due archi di cur- [
vatura della superficie data e corrispondenti ai due C', ¢ gia
nominati, e colle R, r i suoi raggi di euryatura che corri-
spondono ai medesimi archi G, ¢, si ha, per quello che ab-
biamo esposto nel Covollario secondo della proposizione ante-

30 n B n
cedente, (KE) =1+5,€ (E-; =i+ =3 adunque colla
medesima regola accennata ed impiegata sopra per trasforma-

re i differenziali secondi parziali, si avrd (;;Bg") ( T —)
(1-‘--?); ovvero (k) (&‘M‘)—I-I- -+ + = ¢ Quindi con-

siderando 1’ espressione ( 1+ %-1— -E -o-:%) 3¢3,C, che dipen-

* Benchi la funnn].i( L e e G

35 per 1a grandissima facilita colla quale
sinsd sino ad ora né dimestratamé espo- | &i pud dimostrare eo’ principj Leibni-
a3 di pessuno ch’io eappia, nulladi- | giani.
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de dalla sola superficie data, come funzione degli archi C,¢
di curvatura della stessa superficie, e prendendo il sue in-
tegrale doppio rapporto alle variabili G, c.esteso tra gli sies-
si limiti, tra i quali bisognera estendere quello: dell’ espres-
sione $c3C per avere la medesima superficie data, sard que-

L n®
sto integrale doppio dell’ espressione (I+7+ %—0—5)8\08\0
la superficie cercata Q.

Cororzarro 1. Supponendo la superficie data quella della
minima estensione, sard R = —r, cioé i due raggi di cur-
vatura eguali e di segno contrario, come dimostra Monge
nell applicazione dell’analisi alla generazione delle superficie
cutve ; cosi per questa superficie si avrd semplicemente

a0 £
3G e rE

Cororrarro 2. Similmente, supponendo sviluppabile la su-
perficie data, sard uno dei raggi R, 7, come si sa, eguale

all’infinito : e supposto questo R, si avrd 7;‘ =0, e percié
(%): i +;: dimanieraché, prendendo Pintegrale doppio

dell” espressione ( 1 -ﬁ«%) %03,C relativamente alle variabili

C, ¢, ed estendendolo tanto alla fine della prima integrazio-
ne quanto alla fine della seconda tra quei limiti, che si pre-
scriveranno, si otterrd la superficie corrispondente ad una
data sviluppabile .

Esewero. Sia BVC ( Fig. 4 ) la quarta parte della super-
ficie di un cono retto, che ha il vertice al punto V, per
asse VA, e di cui un lato qualunque fa coll’asse VA un
angolo BVA, che ha per tangente a; e cerchiamo, come
nell esempio antecedente, la snperficie corrispond alla
porzione PVR compresa tra i lati PV, RV, e P'arco circola-
re PMR, che ha tutti i punti equidistanti dal vertice V.

Le linee di curvatura di questa superficie conica corri-




110 Deree Lises & Suekrerors Pananiere.

spondenti al punto M saranno una la retta OMV, e D'altra
Parco circolare RMP , dimodoche ritenendo 1’ipotesi del co-
rollario, ciog che.R sia il raggio eguale all’infinito, sari G
una parte della retta OMV, ciod sard G = MV, supponendo
lo stesso vertice V Lorigine di questi archi; ¢ I'altro arco ¢
sard una parte dell’arco circolare PMR), cioé sard eguale ad
MP, supponendo la retta BV Iasse, o Porigine da cui par-
tire per misurare questi archi; e percid il raggio di curva-
tura della medesima superficie conica corrispondente all’arco
¢, ciod I'r sard eguale alla normale MN; vale a dire, sard
C=MYV, o= arco circolare MP, R:é, r=MV tang. MVYN=xC,

Q=2 _ ¢ PMR={z.

Ora considerando I'arco C costante, sard costante pure

(!-H‘) EIH‘J

il raggio r; e percid U'integrale dell’espressione (l-o-ir) Be

rapporto alla ¢, sari ( 1 +—";) c-arbitr.; ciog (%):( 1+ %)
¢ =+ arbitr.; ed Pstesu tra i limiti di c=o0, e c=PMR=}az.

; ed integrando

a0
b si avra ) iy‘{;—m, C-)-&,/“_m
di nuovo mlatwamem.e alla G, ed osservando che sparisce la

superficie Q insieme all’arco G, si otterrd Q=1. —— . C*

I/(""ﬂ’]
"'V_(Z'w)' G. Ponendo in quest’ ultima espressione in lnogo
della G il suo valore = /( 1+a*), si ricava, come sopra,
Q=jamaz*y/(1+e*)+ianz.

Quantunque lo scopo ch’io mi sono prefisso in questa
memoria di analisi geometrica, sia di esporre e dimostrare
le sole regole o formole generali, che possono essere utili
tanto al pratico quanto al teorico, e di farne qualche sem-
plice applicazione per insegnare Puso delle formole stesse,
nulladimeno , siccome s’incontrano spesse volte le superficie
di rivoluzione si nella pratica che nella teorica, cosi prima
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di lasciave questa proposizione fard vedere a qual semplicita
si possono ridurre le formole (i), (£) per qualunque superficie
di rivoluzione; di pit faro vedere, per queste superficie,
come si possa cavare d'ambedue il medesimo risultamento.
Cio che servird per conoscere maggiormente Ie formole stes-
se, e patticolarmente la seconda.

Prendendo per ssse delle x quello di rivoluzione, ed in-
dicando colla % =g Pequazione tra le coordinate ortogonali
x, u della intersezione della medesima superficie con un
piano uw, che passa per Passe di rivoluzione, sard 22y =u*,
ossia 3= /( u*—y* ) I equazione della stessa snperficie ; ¢

percid serivendo 2, %", in vece di ( 8—:) s (% ) ;i avrd

! "

yult

7= = Pl i
V=)’ © T =) V= e =)’

g uu! —u*

B =, 8 =
ey T A E =y

Wl afag = (st = (13, T

T Awrert) 12 = G =)’

i i . Vale a di-

5 e quindi /(1 22 +57)

Paerzy = WG
1e, sard per qualunque superficie di rivoluzione
( &,Q)—"V“*“J,’#-n 4 "
3r) T =) W) e e
el AL i L AP i
i (mﬂ B e o e e
equazione che integrata relativamente alla y, ed esteso I’in-
tegrale tra i limiti di y=o, ed y=u, cio¢ tra i piani del-
le coordinate positive, qualunque sia la superficie di rivolu-
wiohs oA (%):2 S

T+ ¥ 2 x
e per Pintera superficie

e finalmente

=y =
[y T i

(;%):sm;:&l/(t+r&")ﬂ-kﬂ— i ‘

T i
ey Pl

Individuata pertanto che sari la superficie di rivoluzione . e
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percid ‘conosciuta I’ equazione 2 = gz porransi nell’ espres-

: 2 U e LY

sione :m; w1 +u2)+n == n Toway §z, o0
Ll il e

nella equivalente a2z (u ./(H-u“)) (/({ 3 Hﬂ,,)&a:

in vece delle quantiti 2, u', 2" i loro valori cavati dall’ equa-
gione u = @x, € si avid un’espressione, la quale integrata
relativamente alla =, ed esteso I'integrale tra i limiti, che
si preseriveranno, ci dard la superficie cercata Q.

Ota indicando colla p T ordinata di una linea parallela a
quella rappresentata dall’ equazione u=¢z, ¢ supponendola
sul piano delle zy unitamente a quest’altra, e colla 8 I'ar-
co della medesima parallela, si avri, pel Corollario primo

della Proposizione I, -;n+-"7‘., e per la Proposizio-
P 2 ey P

ne III (g—:):l/( :+u‘=‘]«-—‘17; e percid ponendo nell’ e-
spressione trovata am ( lb+m) (|/( 14Ut )— ,—zj;)s\x

i Z . " i "
in vece dei fattori # + =, V(11 )= ——= le quan-

titd p, (g—i) ad essi eguali, si avrd anp(‘:—i) B, ciog

30Y_,  (39). i
(ﬁ =amp |5z ) come otterrebbesi, osservando, che la su-
perficie Q & anch’essa di rivoluzione, e che I’intersezione

di essa col piano uz & una linea avente per ascissa x—l/(—::T,’.
e per ordinata p =z -+ V(—x:;',-;?.

Similmente per la formola (%), supponendo che le due
lines da cui partire e da considerarsi quali assi per mist
re gli archi G, ¢ sieno per gli archi ¢ Iintersezione del pi
no delle nz colla superficie di rivoluzione, e per gli archi G
la periferia che & Iintersezione della medesima superficie col

piano
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P"‘"D condotto pel suo principio perpendicolarmente all’ as-
se di rivoluzione, e considerando I'arco C come costante, ed

indi integrando relativamente all’ arco ¢, si avrid (ig)

(x+— CRTAYS )c+ arbitraria; integrale che esteso tra

ilimiti di e=0, e di c=27u di 5 =.1'm( 1-— + +7h

ossia (g—g) =:|;z( u-+n % ) ( 1 %) . Quindi ponendo nell’e-

spressione 2 wu (H——+ -u-~—) 3,C in Inogo delle r, R i

Toro valori espressi per I'arco €, ed integrando I’ espressione
che ne risulta relativamente alla G, ed indi determinando
convenientemente 1 arbitraria, si avrd la superficie Q.
Finalmente , essendo i raggi r, R di curvatura di una
superficie di rivoluzione, uno la normale o Ialtro il raggio
osculatore della linea avente per equazione #=gx, in que-
sto caso sard primiemmente r=up/(1+ u*), e perid

= le all d i d
BN m=lde ossia eguale alla p; ed in secondo

V(|+u’

luogo pel Corollario della Proposizione VI, t+’—]: = ( ::TZ );

quindi (g\%) =2:¢p(3‘%), oyvero prendendo la x per vavia-
bile principale, si avrd (;72) = mp( §): come abbiamo tro-

vato sopra per la formola (i).
Prorosrzione XIII

Data Uequazione di una superficie, e quelle del suo con-
tarno , trovare Iespressione del volume o solido compreso tra
essa ed una sua corrispondente .

Rappresentando colla fanzione Q(x, y; ) la superficie

Tomo XV'1. P
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corrispondente alla data e distante da essa della 7, saranno
Q2+, y--0,0)— Oz, y+8,0)—Qlu—+u, v, n)+Qlz; 3. 1),
Q2thy 548, n+0)—Q(2, 7+, mt-0)—Q (w2, 7. 1-+0)
+Q(x.y,n+0), ovvero

Ao S ) e o B s( b )+ (

5 &,n =+=ec. 5‘(’ ~—€C.
B2y Mw) s e s

due superficie LUHI:I)DU(IGI'Iﬂ a quella porzione del!a data, la
quale ha per projezione sul piano delle xy il rettangolo di
cui i lati sono gli aumenti a, 85 e distanti dalla stessa data,
Ia prima per Pintervallo n e la seconda per 7+ 6. Simil-
mente rappresentando colla funzione V(x, y,7z) il volume
compreso tra la data superficie e la corrispondente Q(w. y,n),
saranno

V(ota,y+8,n)=V(x,y +8,n)=V{z+a,y.n)+V(z,r.n),

V(x+a.y+8,n-+0)—V(z, y+B,n-+0)— V(z+a,y,n+0)
+V(x,y,n+8), ossia

v 3oV @ 3y

M= aﬁ(&r&:)A- (&xw)+ec<, ed N_“S(& w) m)-'-ec.
S f 3V /3y

-+ 5{"2&: )'I-EG —O-GK ‘(\}i\;‘) )+Lc

-t-a‘?ﬁ(&‘&‘ )+cc.
i due volumi compresi tra le superficie A, B e la porzione

suddetta della datas o pereio N—M, ovvero agh (2% )vce.

esprimerd il volume compreso tra le due superficie A, B fra
di lore corrispondenti .

Ora evidentemente questo sard maggiore di A9 e mino-
re di BO, o minore di A@ e maggiore di BA; adunque col
primo dei due principj dai quali dipende la soluzione di qua-
lunque Problema fondamentale di Geometria (*) o di Mecea-

) Fer st i i g wna Memors o Ga, Brunact msrc
piten o, 01l Lo ikt Tilian
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nica sublime,, si otterrd (&f;fm) (gﬁ; ; quindi @-}f):q.
Trovata pertanto I’espressione della superficie Q colla propo-
sizione antecedente, basterd integrave I espressione Qfn rela
tivamente alla sola variabile n, e trovare I’arbitraria intro-
dotta dall’ integrazione colla condizione che spariscono insie-
me V, ed n; ¢ Iespressione risultante , sard quella del vo-
lume V compreso tra la data superficie e la sua corrispon-
dente Q(x,y,n); ciob a dire sard I"espressione cercata .
Cororrarro . Differenziando 1" equazione trovata sopra

wy ; AL : 3V )
(B\"} = relativamente alle variabili ¢, G, si ha (’—;,,wan

= (;Tl&qb-), ciot si hanno tra le quantita V,Q le due equa-

sy a0 »v 0. 5
zioni (5«'3\35«" ) _(-—&2&, ) & M&c&c) (3«‘3\0)’ nelle quali

30 & i :
ponendo in vece delle quantita (&2&7) (3«-5\0) i loro walori

trovati nella proposizione precedente, si otterranno le equa-

zioni
nlag’z s/ =(14-32)a" = (1-+2")z, ] mi{=ls,—1)

&V ) e
(&rmm« i rabti) ST e
L Gl I li integrate relativame:

430 ) =+ 5 » le quali integrate relativamen-
te alla % ed ommesse le arbitrarie, giacché determinate ri-
sultano eguali a zero, danno
i = ¢ i
i\ BRI e v om0 s
A

3V At om oW 1

el e e time equa-

(&D)C) — + = -~ gx . Da queste due ultime eq
zioni si cava .che, il volume cercato, sard anche eguale all”
integrale doppio’ dell’ espressione

Ly —(r-.-:")z"—(x-'-f‘):n) Fi,

SreE R ) LS S i S AL
g-'ﬂ/(' 57 Ty fomRmr

Py

; dady
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preso per rapporto alle variabili z, y3 ovvero a quello dell
altra irz-i-:—r e % -+ %}E\CBC preso per rapporto alle ¢,C,
ed estesi ambedue tra i limiti medesimi, tra i quali bisognera
estendere quello dell’ espressione 323,y V3270 per
avere la superficie data.

Ossevazions. Nelle proposizioni esposte relativamente al-
le linee a doppia curvatura, ed alle superficie abbiamo sup-
posto tacitamente gli archi ¢, C' dalla parte convessa dei loro
corrispondenti; e da questa supposizione risultarono i valori
delle quantitd (%) : (%‘f’;), e quelli delle altre (%3%), (;:%)

da esse dipendenti composti di termini tutti positivi. Questa
supposizione , quantungue 1on abbia lnogo in generale, giac-
ché per molte superficie uno degli archi C', ¢ trovasi dalla
arte del suo corrispondente , © I"altro all’ opposto
dalla parte concaya, e per altre trovansi ambedue dalla parte
concava dei loro corrispondenti, nulladimeno non limita la
generalith delle formole esposte . Imperciocché, se Iarco C'si
trovasse dalla parte convessa del suo corrispondente G, e lal-
tro ¢ dalla parte concava del suo corrispondente ¢, si avreb-
be colla Proposizione 11I, (g\—ﬁ): T ;—;-, (;—":): i—-'?, i

quali darebbero (5&;}0)3 I —;+%— % 2 ( ;
-

n*
e all’ opposto C' si trovasse dalla parte con-
cava e & dalla , 0 se ambedue si tr dalla
parte concaya dei loro corrispondenti , si avrebbe coll’ accen-

nata proposizione , nel primo caso (%9, === b
prop > mel p ol o) el O e

gl bt it gty v s
R (a%c}_]"'r_ gy (W)*""';—m—é

e nel secondo (31:) =1— %, (3;”) P

de

=
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N o a i
—_—— s )=t ——. Vale -
e (M\u) : = Valea dire ammes-
il : \ B!
si i principj esposti, sard gm]er:ﬂmnme {%)#

n wn

=i e percid (%) ""%"'F*T{’ e

- . 3
S %+ ';T; come abbiame sempre supposto, prendcnn
do perd positivamente i raggi r, R, quando gli archi ¢, €'
saranno dalla parte convessa dei loro corrispondenti ¢, G, &
negativamente nel caso opposto.

Essurio. Supponghiamo, che I’arco circolave HBG ( Fig. 5)
unito invariabilmente alla AE faccia unitamente a questa ret-
ta un’intera riveluzione intorno alla retta 00, e cerchiamo
la s!lpﬁrﬁcie generata dall’arco LCM parallelo al dato GH,
ed il solido compreso tra questa supetficie e quella generata
dall’arco stesso HBG 3 ciod cerchiamo la superficie corrispon-
dente di quella generata dall’arco HBG quarta parte della
periferia, che ha il centro al punto A distante dall’asse 00
di AE=4, e per raggio AG=a; e cerchiamo il solido com-
preso tra essa o la generata dal quadrante circolare HBG .

Supponendo che le due linee da cui partive e da consi-
derarsi quali assi per misurare la Tunghesza degli archi e, c
sieno Varco circolare HBG nella sua posizione primitiva e
quello generato dal punto G colla rotazione; e con derando
un punto della superficie data pel quale passa il punto B
rotando , si avra r=AB, R=BQ, c=BG, ¢ C eguale alla
parte dell’arco circolare descritto dal punto B per arrivare
al punto della superficie , che si considera; ciog sard r=a,

R_Le— @, c=BG , C= alla partc suddetta della perife-

Fha
-

! o o

ria '_ur(b—-a ms.?), e BD=}—aucos. —.

Nel caso presente i due archi G, C' avendo i loro cen-
tri ambedue al punto Q, ed essendo per ipotesi BQ<CQ,
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converrd prendere R negativamente; e reciprocamente per
essere AG>AB, ed avendo i due archi ¢, ¢ i loro centri al
medesimo punto della periferia generata dal punto A, biso-
gner.i prendere r positivamente ; cioé sard
w BV ) # o
5 ligm)=" -5 ="
Ora P’arco G & evidentemente indipendente dalle altre
quantitd , ¢, r, n, R3 e percid integrando le espressioni

(+i=3=5)80, (13- 55
a).c) (

By e
e (?:-)_ (n—q—;— - _ﬂ) C + arb; ovvero estendendo

gl'integrali tra i limiti di C=o0, e di C=27. BD, siavrad

te alla stessa G, si nvm(

()=an(1+2—2 =) B0, 0 (D)o (n+ % — 1) BD.

Quindi ponendo in queste ultime espressioni di (M) &8\_2)

per le quantita r, BD, R i loro valori, ed integrando relati-
vamente alla ¢, ed indi estendendo gl’integrali tra i limiti
aa

fissati di c=0, e di c=—, si otterra la superficie corrispon-

dentaQ—?J(a+n)ﬂ‘+z(a+n)’ﬂ:,cdils
V =abnn® +§ bn’n® — 2a*an— 2an’n — i an® .

A compimento di quanto ideai di esporre in questa Me-
moria sino dal momento che incominciai a scriverla mi rima-
ne solo ad avvertire il lettore, che, quando la distanza n tra
la curva data e la parallela sia maggiore del minimo raggio
della curva data, il quale & anche tangente alla comune svi-
luppata, e per le superficie maggiore del minimo raggio di
enrvatura della superficie data, e che la linea, o la’superfi-
cie cercata sia dalla parte concava della CDHOSCil\I-‘\, la trop-
po generaliti inseparabile dai metodi analitici introduce nei
risultamenti esposti alcune incongruenze, I’esclusione delle
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quali & assolutame

impossibile ; e che lo sviluppo, e I'e-
e altre incongruenze le pubblicherd ,
i bl et o i tro) e ot AN
zione del presente .

A compimento del quale aggiungo il presente Problema.

Quali sono le proprietd che debbe avere una curca, ossia
le condizioni a cui debbono soddisfare le sue coordinate, ac-
¢cid essa sia paratlela a quelle curve, le guali sono incontra-
te da tutte le normali della medesima nelle quali si trovano
i suoi raggi osculatori, e nel medesimo tempo le porzioni di
queste normali comprese tra essa e la curea che incontrano
abbiano per tutto la stessa lunghezza .

Sieno x, y, z le coordinate della eurva di eni cerchiamo
le proprietd, ed @, b, ¢ quelle della sua normale nella qua-
le si trova il raggio osculatore, che compete al punto a cui
corrisgondonu le coordinate x, ¥ 23 e saranno allora

x—a+{y-—b)( )+(z—c)( )—o,
—a+(y—b)m+(z—c)n=0,

le equazioni della stessa normale, nelle quali m,z sono da-
te dalle altre due equazioni

14.;:1(;7)4-7;(&1):0,

’B(&%)‘PH g—:)ze.

1 valori delle quantitd @, 3, ¢ cavati dalle tre equazioni

(a)....x-—a+(y—b)(%) ~(z=) ()

(). 8—at(y—=b)m+(2—e)n=0,

(0o (z—aPt(y—bP+(z—ocp=d,
supponendo che il 4 non muti valore, sia ciod invariabile,
Tappresenteranno i valori delle coordinate di una di quelle
curve, le quali sono incontrate dalle mormali anzidette in
maniera, che riescano sempre eguali le porzioni di queste

0,




140 ireree Lanee' v Surenriore’ PARALLELE .

vormali, comprése tra ciascuna delle stesse curve e quella di
oui cerchiamo le proprieti, ossia le condizioni a cui debbo-
10 soddisfare le sue coordinate, accid essa sia parallela a cia-
scuna di quelle .

Due sono le proprietd che debbono avere due curve on-
de essere p:uA"BIP cio essere eguali tra di loro le rette ti-
rate da tutti i punti di una pcrpm:dlrulmmeulc all’altra, e
parallele tra di loro le due tangenti condotie a quelle curve
nelle estremiti di queste rette perpendicolm‘i,

Chiaramente si scorge che la prima di queste dus pro-
prietd regna tra la curva di eni le coordinate sono x, y, =
& quella gspressa dalle tre equazioni (a), (4] , (¢), essendo es-
sa proprietd una legittima conseguenza, di cid che esprime
P equazione (¢). Vi sard anco la seconda di quelle due pro-

prietd, se le due equazioni (%—i): M) 2 (3&): 3;5) 3
ossia le loro equivalenti )( ) ( ( ) )

saranno rese identiche dai valori delle quantiti a, b, ¢,
b
i—:), ¥ ) (a\ ) che ci sono dati dalle equazioni (), (9): (¢)s

unite ai loro differenziali prese per rapporto alla x, i quali
sON0

()= (2) () ~0-0)E2) -3~ (-G BY- GG
#)-rom () o () - ()= () -3)-m (G- G) =0
(€) o fx—a) )+(y—b)(§+(s—c)(&—:}=05 i

vale a dire; la curva le cui coordinate sono x, y, z sard pa-
rallela all’altra, se sussisteranno insieme tutte le otto equa-
zioni seguenti

(a) ...n:—-:z—t—(_y—b)(%;)—k(zmc)

B)...o—e+(y—b)m+(2—c)n=0,




Dev S:c. A. Bonponi. 121
(c).,.(x—@) (J—?’)‘F(-‘—‘ =d,
ca%w{%;) )+ "'"“C(a) ;’% ¢)- i—,)( =0

%
). (*”’)+tz—ﬂ}(‘”) ~G)-n @)= Q9=o
(¢) (A—ﬂ}( +|f)—b)($—)+(zu—c) )—C-.

B-O8 G-

Eliminando adungue da esse le sei quantitd @, 4, ¢, (&,),

b A .
(%), (%’c)’ le equazioni che rimarranno, se non saranno

da st stesse identiche, rappresenteranno le condizioni diman-
date .
Ma ponendo nelle tre (a), (&), (¢) in vece delle quan-

. 2 . - . .
titd (g;) s (;—:) i loro valori cavati dalle ultime due equa-
zioni, ciot eliminando le due quantiti (;;) 4 (:—:), si han-

no le sei equazioni (a). (5), (c)

(@) fr—ar (r—8)(F) (=) (2)} ()=,
ol
(€).. ()’—H(%)-ﬁ(z—c)(w)_n,

Ie quali si riducono alle sole cinque: (a), (5); (¢, (&), (),
essendo la (a") identica colla (a). Cavando ora dalle quattro
(@)s (2), () (8") i valori delle quantitd @, 5, ¢, (i—’:) 8
ottiene

G (&) ”{31) _J,_‘_i"_@f:)gd_
B §

Tomo XVI. Q
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supponendo perd

A 32\ 12§ s W\ BT
l/[{ﬂ-(g)—m—(;:)‘))vl—‘!n— : }+Em+(w } =R.

Questi valori sostituiti nell' ultima equazione (¢), Ta ri-
ducono alla

[0 E2EE)-GD R
HEG-GEN :

la quale non contenendo aleuna delle quantitd a, b,c,@i),

(%’:) : (;‘-:) , e non essendo da sé stessa identica, rappresen-

terd la condizione cercata.
Quantunque quest’ ultima equazione sia composta di mol-
ti fattori t
i e (-6
(-6 g )
nulladimeno nessuno di questi, se si eccettua quest’ ultimo ,
pub essere uguagliato a zero per soddisfarla , senza una evi-

dente contradizione; adunque la condizione cercata SArd espres- |

sa dall’ equazione differenziale

() ()= () (55) ==

AR teal A e

ossia dal suo integrale completo s=Ay~+Bz+G. Vale a di-
re, la curva rappresentata dalle tre equazioni (a), (8), (e)s
sard parallela a quella le di eni coordinate sono x, ¥, %3
purche sia quest’ ultima una curva piana.

1l Sig. Tramontini nella sua Opera sulle costruzioni gra-
fiche pubblicata questo anno, ammette la curva espressa dal-
le tre equazioni (4), (B), (c) parallela all’altra; quindi, in for-
za del risultamento esposto, bisognerd circoserivere cio che
egli dice al solo caso che quest’altra sia una curva piana.
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Se nella equazione (o") ... (y—&) (A—&:).p(z_c)(g‘i)za:

o nell’ equivalente
; ayian A3 )
fre Q=0 HEDEH-GDEDN
T U T U T
- B

la quale esprime la condizione che si cercava , in vece di
supporre che d sia la distanza costante delle due curve sud-
dette , supporremo che esso sia il raggio di curvatura della
curva di cui le coordinate sono x,y,2, essa rappresenterd,
come dimostra Lagrange nella sua teorin delle funzioni Ana-
litiche , la condizione, accid la curva dei suoi centri di cur-
vatura sia anche una sua sviluppata; e percid cogli stessi ra-
gionamentt fatti superiormente , si concluderd , che il luogo
geomeirico dei eentri di curyatura di una data curva sard
nna sua sviluppata, nel solo caso che questa sia mna curva
piana: come dimostrd, in altro modo, Monge, nel decimo
volame delle Memorie di Matematica presentate alla Reale
Accademia delle scienze di Pavigi.




