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SULLA TEORIA DELL’ATTRAZIONE
DEGLI SFEROIDI ELITTICI

MEMORIA
Der Sic. Grovanwr Prawa.

Presinrard nac Sic. Sexarone Onrax: o1 24 Novesnsre 1810
&0 approrara pan Sie. Cav. Cesnrs.

5 Il metodo del celebre Sig. La-Place per determinare 1’ at-
trazione degli sferoidi elittici sopra i punti situati fuori del-
la loro superficie, quale troyasi esposto al Capitolo primo del
Tomo secondo della Meccanica celeste , presenta, a mio giu-
dizio, alcune difficoltd, che fanno desiderare una maggiore
spiegazione . La brevitd, e la singolarita di questo metodo
mi hanno indotto a produrle in un modo pitt chiaro lusin-
gandomi, che un tal lavoro potrd per avventura riuscire di
vantaggio se non a tutti, ad alouni di que’ lettori almeno,
che si daranno all’esame dell’opera suddetta .

Per soddisfare al mio assunto mel miglior modo di cui
sono capace, comincierd a svolgere in serie la funzione cer-
cata in una maniera analoga a quella, che lo stesso Signor
La-Place pubblico nel suo libro intitolato: Théorie du mou-
vement et de la figure Elliptique des planétes, ed appoggian-
domi in seguito ad alcune proprietd, che da essa facilmente
derivano cerchero di giungere ai principali risultati di que-
sta teoria .

2. Consideriamo in generale I’attrazione di uno sferoide
omogeneo sopra un punto esteriore alla sua superficie, le di
cui ordinate ortogenali sono espresse per @,b,¢ . Siano z,y,z
le ordinate di una molecula dello sferoide, che chiameremo
8 M, indicando la lettera M la totalitd della massa. Gid posto
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egli & chiaro, che dinotando con V la somma delle molecule
dello sferoide divise per la loro distanza al punto attratto,
sl avrd

M
% =‘f’ e F (g rle—2r
Siano A, B, C le attrazioni rispettivamente parallele agli
assi delle ordinate x,y,z; noi avremo, siccome & noto, le
seguenti equazioni

a=—(32). 3=~ (8). c=— (31)

le quali riducono il problema alla ricerca del valore i v.
Ora abbiamo
aM

V=f' (eabe ), | (R

_0‘:5_,,:?__,._._)
e riducendo in serie si otterrd
V=/ - s (I+§Z+'—'3~Z’+ﬂ.z3+ec.)
=) VErrae 24 3.4.6
ponendo

g o tasaly Aty
i bt o 3
Essendo finora arbitraria la posizione dell’origine delle ordi-
nate, nulla impedisce di supporla al centro di gravitd dello
sferoide , d’onde risuliano le equazioni
[3M=0, [ M=o, [sM=0,

e per conseguenza

M au (Prptast) 1.3 138

M e an‘+b‘+:" (5' @b ":fzzn_mzs'"ec‘)'
Si concepisca adesso un piano, che passi per I'asse delle or-
dinate z, e per la molecula $M; chiamando g Fangolo, che
questo piano forma con quello delle (zy); p I’angolo forma-
to dall’asse delle 2 e dal raggio, che unisce il centro di gra-
vita colla stessa molecula, e chiamando « il valore di que-
sto stesso raggio, si avranno le equazioni

L1 COS.p, Y==14 5EN.D COS.4 , Z==1L SCI.P SEN. G,

WM = Ju dp hgsen.p, w>=a+y*+32*,
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Z=u

2 cos. poteab son. p 095, g - 52 Sen. p sen. g —u
PO

dalle quali si ottiene

M
"=7:-=m = ﬁx-,_u f - wthue B B sen.px
il H) 24 €08. P+ b en. p CO8. g~ 3¢ tem. p 8en. =1 ¥
- b
1.8.5 1
e T f u’ Y dp dg sen.p X

23 08, pot-ab sen. p cos. g =3¢ son. p son. g1 3
(a* 4+ +o" )

ﬂ—_ﬂ fu‘&u&p&qsen.;rx

68 (wabae
aa cos. p b sen. p cos. g~ ac sen. p sen. g—u |4
(@) FROGE

Sviluppando le potenze della funzione sottoposta al segno in-
tegrale, facilmente si scorge, che questo valore di V pud
venire espresso sotto la forma

M 1
V=m_ﬁ—(m.fff.u5&u 37 g sen. p. X

(G +G'u+G"u+ec.);
ove le lettere G,G',G", ec. rappresentano delle funzioni ra-
zionali e intere dn 8en. p, €08, p, SN, g, CO8. g .

Qccupi i ora dell'integrazione della precedente serie.
In primo luogo osservo, che chiamando U il raggio u con-
dotto dal centro fino alla superficic da una parte dello sfe-
roide, e U’ quello, che va alla superficie dalla parte diame-
tralmente opposta, si dovri integrare da p=—1U' fino a u=U;
ma negli sferoidi elittici si ha U'=U, dunque

AT M s
V—Vﬁ'—(ﬁfﬂ-w,;- (0 b g sen-p
( 5+ LF ey 82X U"*—r-ec.).

Prima dx prowdere alle ulteriori integrazioni si osservi,
che essendo
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cegain (um E-r-ebse:)isi:::zc m,,,san.g_)ﬂ

: 1 35 mm.,--..:bm.gm.z...mmEm.g)n
C'=—} e 94-6'3( (@b o)

3.8.7 44 cos. p-rak ltr\-peux.fq—uwmglen.!)’“

+4.6.8" ( (@b o)

€c.
le funzioni G, G", G'", ec. sono omogenee per rapporto alle
quantit:‘l a, b, e, di un grado rispettivamente zguz.llc a
0,—3,—4,¢ec. & che come tali hanno la propriet di sod-
disfare alle equazioni

a (%:L)+b (i—§)+ c(%):o,
a (%)+5(%)+ c(%):—
ec.
Si vedra in seguito Putilita di quest’osservazione .
Titorniamo ora all’ integrazione del valore di V, che an-
cora dobbiamo eseguire per rapporto agliangoli p, ¢ ¢ i quali
hanno entrambi per limiti ¢°, ¢ 180°.
Sia 2> 4+my> + nzt = K2
1’ equazione , che appartiene alla superficie dell’ elissoide..
Facendo in questa
2=U cos.p, y=U sen.p cos.q, z="U sen.p sen.q ,
ne yisulterd
U=

X
:—wn.‘p‘;(x—mJ:nl.’q-p{v—n)un»‘g g

Siccome questo valore di U non permette I’integrazione,
& necessario di svolgerlo in una serie ordinata secondo le po-
tenze di 1—m, e 1—n; allora il termine [/ p3gsen.p. 3 GU,
che appartiene al valore di V, dard una serie composta di
termini facili ad integrarsi; supponendo adunque le due in-
tegrazioni fatte, si avra

2 [7.9p hg sen.p GUS=ICR,

indicando R una serie ordinata secondo le potenze di 1—m,
e 1—p. Invece delle quantith 1—m, 1 —» sard pili oppor-
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tuno di far uso delle eccentricita dell’ elissoide . A questo uo-
po osservisi, che chi do @, o i quadrati delle ec: el
ti si ha

1im 1=
O=K:.1=2 g=F. A2k,

© per conseguenza

L] [] [ 8
Dl = pros= K——-—+K—ec,
kg iy A s et
e T E B

Sostituendo questi valori in quello della serie rappresentata
da R, si otterra una nuova serie ordinata secondo le poten-

ze di =, & —, che chiameremo R'. Avremo adunque
T T

BfS-Bp dgsen.p CU =KR’,
ovvero

gff.a,p&gsgn.p.cus—ms —'—an—ﬁ,
osservando , che

M=;|;:;_K3 i"/(l+ )(z-l--)

si potrd per conseguenza ridurre

in una serie ordi-
E./f 1

SV
. 0 o
nata secondo le potenze di —, e =; chiamando S questa se-
K2 K*

rie, si avrd finalmente

8/ B p dg sen.p GUS = MEK*8 .
Collo stesso raziocinio si dimostrerd , che il termine seguen-
te 3/ p Bg sen.p G'U7 del valore di V potrd essere espres-
50 da una quantits della forma MK4§', indicando parimenti

con §' un’altra serie ordinata secondo le potenze dil

&5,
Resta adunque dimostrato, che il valore di V puo essere

messo sotto la forma
B (a.’+b‘-§- *— K38 — K45’ — K68" — ac.)

T
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ove bisogna ritenere, che K°S, Ki8', KesY >
ni omogenee riguardo alle quantith @, &, ¢ delle quali'le xi-
spettive dimensioni sono o,—2,— 4, ec.

Sia U la somma di tutti i termini della serie
(@2 0 )1 L (@2 B e — K28 K48 — K95 —en.)
i endenti dalla lettera K. Egli & chiaro, che
questi termini si trovano prendendo nella serie S quelli sol-

, ec. sono funzio-

tanto moltiplicati per xl" e %-, e prendendo parimenti nel-

le serie 8", S, ce. quelli moltiplicati per le potenze di K egua-
lia —4,—06,ec. Tra i termini dipendenti dalla lettera K,
prendiamo solamente quelli moltiplicati per la pilt piccola
sk S T £
potenza di &5, che noi chiameremo r; tra questi si conside-

rino soltanto quelli moltiplicati per la pit piccola potenza

di % che noi chi 73 e final fra i flicienti
i . £ .
di =" ; conserviamo solamente quelli, che sono molti-

plicati per la pii piceola potenza di K*, che noi chiamere-
mo i.
La somma di tutti questi termini dati dalla serie
—(e*+ b+ )~ (K28 + K4§'+- ec. ),
potrd adunque essere espressa da una funzione della forma

L3 ! Ty . .
Kb o P, indicando P una fanzione delle ordinate

a, b, ¢ indipendente dalle quantitd K, 8, e w.
Cid posto si avrd
o

V=M. U+K.

i essendo eguale o superiore all’uniti, e r,/ indicando dei
numeri interi, e positivi. Il valore di V posto sotto questa
forma ci sard utile in seguito, ¢ prima di andare piu oltre
osserviamo, che P deve essere la somma di parecchie fun-
zioni omogenee per rapporto alle quantith a, b, ¢ delle quali
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la pitt piceola in dimensione & di un ordine eguale'a — 3,
giacche la frazione
— K8 —Ki5 — KfS" — nc.
(a2 bramen)d
& composta di funzioni omogenee le dimensioni delle quali
procedono secondo la serie —3,—5,—7, ec.

3. Col precedente metodo si pud soltanto arrivare ad un
valore approssimato di V; ma le cognizioni, che noi n’ab-
biamo tratto sulla forma di questa funzione serviranno per
farci giungere al bellissimo teorema del Sig. Legendre median-
te il quale, Iattrazione di un elissoide: sopra un. punto este-
riore alla sua superficie dipende in ogni caso da quella dei
punti situati sulla superficie .

Secondo cib , che trovasi dimostrata al Capitolo primo del
Tomo secondo della Meccanica Celeste si hanno le seguenti
equazioni

szff-&p&q“n-wﬂf:i,
A=sff.8\p$\qaen.pcos.p.%‘i

R

B=nff.5\p8\qseu.’pcus.q, i
C=aff.8\p3\qsen.’paen.g,@,

1= a cos.p -+ mb sen.p cos.q ~+ncC seN.p SeN.g ,

L = c08.%p -+ m sen.’p cos. > -1 sen.’p sen.*q ,

R =1I*+ (K*—a*—mb*—nc*)L.
I limiti delle integrali sono determinati dall’equazione R=o0.

Le quantiti A, e V essendo fra loro legate per via dell’
equazione A -+ (%}): o me risulta, che se fosse possibile
di formare tra le medesime un’altra equazione, si potrebbe
allora eliminarne A, ed avere un’equazione fra le differenze
parziali di V prese per rapporto alle sei costanti a,&,c,m,
25K di cui & funzione. La ricerca del valore di V sarebbe

in
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in questo modo ridotta all’integrazione di un’ equazione a
differenze paziali, e siccome trattasi qui di aver soltanto un
valore particolare della variabile principale , la forma stessa
dell equazione potrebbe servire a determinarlo .

Non sarebbe facile, a mio avyiso, il dimostrare @ priori
P esistenza di una simile equazione; ma egli & certo, che se
ella esiste deve essere del secondo ordine, poiché non v’ han-
no, che le equazioni di questo ordine cui si possa soddisfare
per via di doppie integrali definite , siccome trovasi dimo-
strato dal Sig. La-Place ( Académie de Paris année 1779 ) -

Questa considerazione ci porta a combinare le differenze
parziali del primo ordine delle quantiti A, e V. Al cui fine
vuolsi dimostrare , che per differenziare A per rapporto a qual-
sivoglia delle sei costanti di cui ¢ funzione, basterd differen-
siave per Tapporto alle stesse costanti la funzione sottoposta
al seguo integrale, ¢ considerare in seguito la doppia inte-
gvazione fra 1i stessi limiti assegnati alla funzione A.

Quindi si avrd, per esempio

(%%):“ 'ffB\Pa|T5El\-]J ccs.‘p.&.:zj

i limiti di g, e g essendo sempre quelli, che danno R=o0.
Per dimostrare I’ equazione precedente ¢ necessario fare
aleune osservazioni sul principio conosciuto della differenzia-
zione delle funzioni sottoposte al segno integrale . Allorche
si ha y=/X%a, ¢ che X rappresenta una funzione qualun-
que di z, e di nna costante a, si sa, che in generale,
b
B
equazione cessa d’ essere vera ove i limiti di 2 sono funzio
di@. Per darne un pi plicissimo, sia X=az>-
si otterrd

f%— $s ma importa molto di osservare , che quest’

b
H

-
yr=a ;ma;+£z+mslanm,

e prendendo per i limiti di ; o
Tomo XV. 48

0, a=p, sl avrd
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yga""l--a-—-r-bp,
e per conseguenza

Byt i spiph

Fo 55 B e

ossia 1— f“ 32 entro gli stessi limiti. Supponiamo ora,
che i limiti di & siano =0, ¥ =a; in questa ipotesi
a® a®
y=3—5+ba,
% =§ at— % a* b
risultato molto diverso da quello, che si avrebbe prendendo
il valore dif%&m da x=o¢ finoa x=a.

Per dimostrare la stessa cosa in generale, sia U il valo-
ve indefinito di /X3zx, e siano o', 2" 1 valori di x corrispon-
denti ai limiti dell’integrale; noi avremo y =U"—T' ( chia-
mando U',; U” i valori di U corrispondenti ai limiti dati ).
Cio posto, se si considerano le quantita 2’ " come funzioni
di @, egli & manifesto, che si avri

-0 -() (5

Ora si comprende senza difficoltd, che (S\x") & eguale

() £

a ¢id, che diventa X quando si sestituisce 2 in Tuogo di #3
dunque chiamando X", X' i valori di X corrispondenti a
r=a"ye z=4a, sl avrd

K () por
Ma (%) o (';”—t) & evidentemente eguale al valore di

f%‘ § preso da & =2 fino a x =2", dunque

3 &X u i &1’
= de+X", 3«! —X. ;
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Questo risnltato ci mostra chiaramente , che I equazione

b [IX
3" J Ba o
non pud sussistere, se non nei due casi seguenti; 1.° allor-

ché %:o, %: o, la qual cosa accade quando i limiti
sono indipendenti dalla costante a: 2.° allorché X" =0, X'=0,
il che ha lnogo quando i limiti dell’ integrale riducone a zero
uno dei fattori della funzione X, ed & appunto quello, che
accade alle quantith V., A, B, C. Infatti riprendiamo il va-
love di
A=m.f3‘gf8\psen.pcos.ji.V—LE.,

e chiamisi Q il valore di [3psen.p L‘ua.]h% preso entro
i limiti che danne R=o0; noi avremo A=32/Q%¢. Se ora
si considera, che Q rappresenta I’attrazione di una porzione
qualunque dell’ elissoide compresa fra due piani infinitamente
vicini, che passano pel punto attratto, si vedri senza diffi-
coltd, che i valori di g corrispondenti ai limiti dell’ integra-
le debbono rendere nulla la funzione Q, come quella, che
da la forza attrattiva di una porzione nulla vers i limiti dig.

In vigore del principio dimostrato si avrd adunque ('%,,A—):
gf%%sm ma i limiti di p sono tali, che R=o, per con-
seguenza
%%:f&psen.pcos-p-&-fa
e
e finalmente

(%)=ﬂff&P3\gsen.puos.p_3‘l/T_i_

Stabilito in questo modo il principio della di
sotto il doppio segno integrale, avremo
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R .
) = ff&p & sen.pcos.p.-%:;.nLV‘i
=a ‘ff&p % sen.p cun.p.%:zby’i
2 ff&ps‘q san.!:cns.p.%:—:nbﬂ
e,ff-.&p&q !en-pcoa-p-%%ﬁﬁlq/l_i
3L
e
AR

lsv
z

* %

[ =
4

|90

=[5>

e it
Il

,_\,_\,.\,_‘
d
.

Ed
ES

—=2 f 3z Bg sen.pcos. pR o= 1 L)/ K
(%) = nff&p&gsen.pma.p. 5 taLy/R
-2 ff&p&g sen, p cos. pR ;%:L’ﬁ.

Sostituendo in luogo di -%‘:L, %5 —g% i loro valori si otterra
3\—:) =2ngff&p&q sen.pcos.p.(Isen.pcos.g—5L): L/ &
(%) = Mff %7 8gsen.poos.p. (Isen.psen.g—cL): Ly/®

(%) =anf3\p Hq sen.pcos.p ! /K
Osservisi adesso, che essendo
L=cos.p-m sen.%p c0s.>g==1n 5en, *p sen.*q ,
‘ne risulta
% =sen.%p €0s.%q, %JI:- = sen.’p sen.”y,
e per conseguenza
% +§—';‘ =senfp,

L AL L cos.
m'&m+n'3«n_L ©08.%p .

Sottraendo queste due equazioni P'una dail’altra, si avrd
L L
{quj%mf+{n—:)»%-n—=L—x.
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Col di questa equazi se si moltiplica (W) per

I—m, (%%) per t —z, si otterrd

A A
Bty ()=
—a fhr e 2 () B (n—1) 1)
e [ p Bgsenp cos.p. KXo [T p g 860 P05 P i »
ossia
._(m—l)('g‘—:1 -—-(n—!)(ka-)—A:
Laff Bp g SEm2  ((m—1) 5 (n—1) 3 )
“5ff.3\p8\qsen.pcos,p.m ol P el e (]
ricordandosi, che A =2/ p dqsen.pcos.p. 4
Ora abbiamo

a— =albsen.p cos.q—b Li-+(K2—a*—mb*—nc* ) sen.?p cos. g,
—%T:nlcsen.psen.q—ﬁL+(K°—a’—mb’—nn’)sen.ﬁpsen.’q,
e sostituendo questi valori nell’equazione (a) si avra
= N LS .

(m :J( ) (n—1)(3) —a=—2 /78287 X

sen. p cos. p . —Aff&P &q%ﬁ‘_ﬂx

z(m— 1)Ihsen.p cos ‘q+(m-1)lc senp sen.q..(T'){)ﬂL__("_:_‘.) oL 2
o (K2 —a® — b= nc ) ff. 82 % ien,l;:%:p
2l

=2 (K ot — e — ) [ B g EE
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Paragonando il secondo membro di quest’ equazione con i va-
3A) (B4
lori precedenti di (M) (& ) ( ) facilmente si trova la

e

seguente equazione

T e (B - (8)
(e () (=552 ()
=/[fdpdgsenpeos.p. (i”i‘.:—’i) —a /.9 pdgsen.peos.p ,v%,

la quale, per essere
BR=T"+ (K —a* —mb* —nc )L
si riduce a

i ()= ()40 )
)8 (=) ()

=—ff3,p3\qaenpcosp. T/l:) ..... (8)

Per togliere il segno d’integrazione dal seconde membro di
quest’ equazione osservisi, che

(%) =a. [} pdygsen.pcos.p. L—Iﬁ—saff&p E‘qﬁe“?wl-f
%\%) =K [/ 3p dg Scn.p.m ;

€ per conseguenza

S (£)+—9—(ﬂ) =/ dp dgsen.pcos.p. (:‘T/I;T, ¢

Questo risultato essendo soshtmtn riell’equazione (8), si avra
g

o=t (3] ==} (B )a-(32) 2 (3)
sy BA K2 =’
~(Spell) - )2 (e)2(2)
Tale & Iel quxmane fra le funzioni A, e V, che si trat-
tava di rinvenire in un modo diretto. Egli & attualmente
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chiaro, ehe per via di un calcolo affatto simile al preceden-
te si debbono ottenere due altre equazioni analoghe a que-
sta, delle quali una esisterd fra le funzioni B e V, e Paltra
fra le funzioni G e V, di modo che si avid

e CR) ()22 B () 5 (32) (559 « (42)
(Emmmraa ., () (),

o=—(m—1)(22) — (n—1)(57) —C (=) (3 +(2)
LEmspee) (10). 2 (T £ (D).

Eliminando A, B, G col soccorso delle equazioni
A+(B‘)_n I)+( )_o C-t—(g\) oy

ne risulterd

u=?b.(ﬁ1)+‘—:ﬁr (.‘?\;XG) (ﬂ it +.:‘—-K) &“&x
—(1- m)(a ”)——-(I-n)(&mvl)+ ——) -—'(— i S (1)
o==2p (B 22 (F) + (R =) (5

= "m)(aa;..)—("")( ) (E)"'"“( 3.'4)"' K ( } - (a)
“=TD‘(:;;;)“‘?{ “(&v)“'(m)(;cm)

Fus i e (&Y
~(enEn) e (S - (3= %G00
Per dedwrre da queste equazioni :l valore di V ricordiamoci
ora, che alla fine del N.° 2 abbiamo trovate

VzM%U+I{“.%.%}:P+ec. g,
e che per comseguenza & permesso di supporre

42K
V=Mi=322 2,
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facendo
o

v_UA—K-‘.h,, s )F—P"'EC

Trattasi adunque di trovare il valore di 3 ma questo es-
sendo ‘espresso in funzione delle ecentricitd bisogneri. intro-
durre le medesime nelle equazioni (1), (2), (3)- Al cui uopo
riprendiamo le equazioni

6‘=I(‘.(";”), u:}(ﬂ.(—‘:—“—),

¢ facilmente ne conchiuderemo le seguenti equazioni
e e T A e

S pRoapa e e, (w =
by amnifadd E
l\l{)— X ’(5\”‘ IS aa

K (L:-):M.%:zﬁ(i )4-1::(;‘;) 1((3" v }=
Jv o

('T;T) BT

A T K: 3 =
(37)#*“1'5 el
per via delle quali lo equazioni (1), (2)5 (3) vengono trasfor-
mate nelle seguenti

o=(a*+-b-c-0). 0( )+(a*-¢-b e —t-n)m(b\ e )+I («,ii;,)
-r-cu(&?:;r)—b(:"’;":ﬂ)ﬁ v N\ +n0 ) }
e

(3
+—— &) gél"a’+b‘—o—c")+§8+{a2(—r 5

EY
do '

-(

o={@>+-b+-c>+0) 0. (L)-»-(w—v-bi-o-c o) o (

FOrYl
*””(Mc) ("W“H)K(Mb)*”( ) «(35)
A2 (e g&{a’+b‘+-f’)+9+%uz(%\% e bty 1o el
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2t " e

o (@ c>-0) 0. %&—,) 4—(a’+5’+n‘w)n(¥;—“) 0 (&)
a5 R TR e 3 o 3o

“+cw %F)+(_+ t )[((N(;ﬂ +50.(M) +m(an)

_._ch(_a_Kl-_)_‘_!W,,,_,,,_,_c,)_._u_,_‘;,g;(.g_:)...iw e (6)s
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Per poco, che si riffletta su queste equazioni facilmente
si scorge, che si puo ad esse soddisfare prendendo per » una
funzione delle quantity &, b, ¢, 0, s indipendente dalla let-
tera K, come quella, che per sé stessa fa svanire tutti i ter-
mini moltiplicati per K . Cid posto vuolsi dimostrare, che
questo particolar modo di risolvere le tre precedenti equazio-
ni & il solo, che possa convenire alla funzione, che deve da-
re Uattrazione dell’ elissoide .

Riprendiamo la formola

=T+ K :—: K,ﬂ P —+ec.

ed osserviamo , che sostitnendo questo valore di » nell’equa-
zione (4) si ottiene un risultato composto di due parti distin-
te; la prima dipendente da U sard senza K, e dovrd essero
nulla per sé stessa; la seconda dipendente da K (se si con-

P del valore diw ) dard

. - = & b
sidera il solo termine K. 4.

)
K“.%,—. ;—:' ~0—9r(%‘£—) +ar %—})+b€ (:‘%;a) +cn(3\&‘¢:\—c) =0,

—Re{ir—rt’ )(%)+((a‘+b‘+c’)( o )-o—a,l’) (i+3)

o

3(0+o) (45

B

Chi provasse difficoltd nell’ammettere quest’equazione,

s 5 o e

a cagione dei termini, che seguono K* et nel valore

di v, potrd distruggerla, ricordandosi, che almeno uno dei

tre numeri i, r, ¥ deve, per ipotesi, essere pii grande in

quei termini, che in questo, d’onde ne deriva, che la loro
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sostituzione non [mtré mai far nascere un termine moltipli-

cato per K. K., ‘

Dovendo la precedente equazione essere vera per via di
identitd ne risulta, che la funzione

[a’-o-b‘-&-n‘](%:-)-hal’
deve, da 8¢ stessa, essere nulla, come quella, che non pus
essere distrutta dagli altri termini . Dunque si avrd
o=(a*+ b +c) ( )+aP4
Lo stesso raziocinio fatto sulle equazioni (5) e (6) ci sommi-
nistrera le due seguenti
o=(a +p+c) (3) + o,

o=(a“+b‘-|-c‘)(¥)+cl?.
Integrando la prima di queste equazioni si ottiene
H
s T
indicando H una funzione di & e ¢.
Sostituendo questo valore di P nelle altre due si hanno

le equazioni
LA N AT
() =2 ()~
le quali provano, che H deve essere una quantiti costante

indipendente dalle ordinate del punto attratto .
Cid posto avremo

V=M. 2 el R U
MUK =l

Ma abbiamo dimostrato N.” 2, che Ia piit piccola dimensione
delle funzioni omogenee per rapporto alle quantitd a, &, ¢,

-+ ec.
che possa entrare nel termine K= ;% i:_"‘ P, ¢ dell’ordi-

H
ne — 33 ————— & dell'ordine —
e siccome la funzmnel/ — & dell’ording —r,
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ne segue, che si deve avere H = o. Ricordiamoci ora, che
O i

B

sono i pitt piccoli, dunque giacehé questo termine & eguale

a zera, tutti gli altri debbono parimenti essere nulli. Si avrd

per conseguenza

P & il termine, in cui gli esponenti i, r, 7

¥=MU.
Per trovare attualmente la forma della fanzione U, ripren-
diamo la formola
V:-M—.—l
(a2t re?)
dimostrata nel N° 2, ed osservisi, che dovendo in essa sva-
nire la quantita K, & necessario, che’ abbiano luogo le se-
guenti equazioni

(@ +2* 4= > — K*8 — K48 —K*8" —ec. )

{ b
S—=h mrrt . 500
g [ , O iy
b o B B
s, 3y 3
=0 L 0. fF 0. e

ec.
nelle quali A, A' rappresentano delle funzioni omogenee per
rapporto alle quantita @, &, ¢ dell’ ordine zero; B, B', B",
dell’ ordine — 23 G, €, C', C" dell’ordine — 4, e cosi del-
le altre.
Ayremo dunque

(d) ... U=o=

b - —'1 (A0-+A'a+BO*+B'fr+B 5 +cc)
T b e (arbet)

Egli & chiaro, che questo valore di v sard lo stesso per tutti
quelli elissoidi, che hanno lo stesso centro, la stessa posi-
zione degli assi, e le medesime ecentricita |/, /53 dunque,
se, senza cambiare questi dati, si fa passare la superficie di
un elissoide per il punto attratto, e che chiamisi V' il valo-
re di V corrispondente a questo nuovo elissoide, di cui sup-
porremo la massa eguale a M, si ayrd V'=M'U, ma V=MU,
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dunque

Quest’ equazione degna di attenzione fa dipendere la ricerca
del valore di V da quello di V'; e si sa, che questo si pud
ottenere per via delle funzioni ordinarie ove I’ elissoide sia di
rivoluzione , oppure colle trascendenti elittiche quando tutte
le sezioni dell’ elissoide sono di figura elittica .

4. Abbenché si possa, mediante I equazione (), ottene-
re il valore di V sotto una forma finita, sari bene di calco-
Jave i coefficienti della serie (@) cui daremo la forma

n—L(”)+L(’)+U(=) co = U £ Uli+1) - ec.
ponendo

UE =(a*+ b+ )¥,

U=—(a*+ b+ c* L .( A0+ Am),

Ul =—( @* + * +¢* =3 .(B6* +~BYo+B'2*),

ec.

Essendo » indipend, da K, quazioni (4), (5), (6) tro-
vate nel numero 3.° si rlducano a queste

o=40, [a’+lu‘+c“+ﬂ)(w M)+ﬁ{a’+b‘+e’-—|-v) (&« 5 )0 ( 3038 )

+m($3\ ) ( ( -I—gi (@*+b>+¢ )+£6+£r.r=(
o=0. (a‘+l’+c°+0)( abM)"'”(“:""ba"“c:"”’ﬂ(ma\v)*'bﬂ g‘;)

w(aﬁt;a *4’9( +bﬂ( +gﬂ-(ﬁ“+b“+n )+G+Ig£(.§7
o=t fasbrerd)( 5ot () + 0. (5)

-o-cn(i )-4-(:1:(;%)4--:5( +{i(ﬂ’+b= c’)-‘-a-»-mg &“ )+&m
81 moltiplichi ora la prima di queste equazioni per g, la se- |

conda per &, la terza per ¢, e se ne faccia J’acldizinne dopo
averle cosi moltiplicate ; ponendo

o=e(E) <0 (5)+<(¥)
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si troverd

o=(a“+b'+c’).§0(%-g—)+v %%)+0(;_;)+u(%)+3 %"i
o (30)e(32) 0. J(35) ()| A (R
+(ﬂ—:i)Q~h0.§(-¥- +a -%"f-) SVE S (A)

Per rendere piti semplice questa equazione osservisi, che U
& una funzione omogenea dell’ordine — 1, per rapporto alle
quantitd @, b, ¢35 che UG) & una funzione omogenea dell’ or-
dine — 3 riguardo alle medesime quantitd , e dell’ ordine 2
relativamente a /7, /w3 e che per conseguenza U & una
fanzione omogenea dell’ordine — 1, relativamente alle quan-
tith @, by ¢, /75 /% - Si proverd nello stesso modo, che
UG), UB ec. sono funzioni omogenee dell’ ordine — 1, rispet-
to alle medesime quantiti. In conseguenza del noto teorema
riguardo a queste funzioni si avrd I equazione

a (—g',%)+b(%"‘f—’~)+ c(%{-)-u—zt}(;:)-u—su(%:-):—v

ossia

20 —g":—)—i-zw(i';):—u—Q.

Per lo stesso principio sari
30 30 80 0 b
a (N)+b(&b)+c(w)+aﬂ(%—e-)+m 3% =—Q.
Si potri adunque trasformare nella seguente 1’ equazione (A);
8] 3Q 20 30 5,
o={a’ +lt’+c‘)3u+§Q—>} (= (K;)"'b('ﬁ)*c(ﬁ)i"'g (%)
o (B0 30! 30 v o
+a (L) +§(0-+s) 020 (2 e B2) —po0 (35 —jew(32).
Facciasi ora in questa equazione la sostituzione della serie
! U UM T . . .. =00 + UG+
in luogo di ©. Chiaminsi s, ¢ le dimensioni di U(), U¢+)
rignardo alle ecentricitd /7, /53 si aved — (s+-1), — (s=+1)
pel valore delle di joni di queste funzioni rispetto alle
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ordinate @, &, ¢; osservande poscia, che per la natura del-
le funzioni omogenee si hanno le equazioni

SN TR
& (%<»'J)+b amu-:) (;u(---u (s ) TG
si otterrd
o (3 )—(;-.-[)w(“”) (=) o+ae
ez = (5000 (%) — (55-1) ew (32°)

( g (’JT)(a’+6“+c']

Per mezzo di questa equazione si ha il valore di Uti+1) co-
noscendo quello di U(*); ma noi abbiamo

UE) =( a2+ +c*)—4
dunque si conoscerd U, e per conseguenza tutti i termini
della serie, che rappresenta il valore di v.

La precedente formola & suscettibile di riduzione, se si
osserva, che le dimensioni di U, U(), UG, ec. crescono
di due in due unita riguardo a /7, /5, d’ onde ne segue,
che ponendo s= 2i si avrd &' =2i-+2. Si ha inoltre, per
via della omogeneitd

BRG] RA)

v(&' )_;Uu_ﬁ.hT )

(2i+1)0 . (—0) (207) — (s +-) 26 (22)

—(2i-+j}eo (%\—2 J)—ﬁ[si-v—l }(9+(a:+1]=r)U(‘)
(i 1) (2i45) (a2 +b=4c*)

Tale ¢ la formola, che da il termine generale della scrie, che

rappresenta il valore di o, ed & chiaro, ch'essa sard convergente

se le ecentricith )/ . /7 sono molto piccole, e nel caso in cui

la distanza |/ 2"5"+e del punto attratto al centro dell’elissoide
sard molto grande riguardo alle dimensioni del corpo attraente.

dunque

D+ =




