3ot

NUOVO RAPPORTO TRA LA TEORIA DEL CENTRO DI
CGRAVITA E QUELLA DELLA COMPOSIZIONE DELLL
FORZE .

MEMORIA

Der Sic. Anronio Borponr,

PresgnTara 11 2 Aeniie 1810 par Sic. Cav. Bruydccr
ED ESasiNATA DAL 816, Paoro DELiNcEs.

Se si rappresentino colle rette AA', BB', CC', ... le dire-
zioni e grandezze delle forze F, F', B, ... applicate ai pun-
ti A,B,G,... invariabilmente uniti ossia [ormanti un siste-
ido, & che si unisca il centro di gravita G delle prime
loro estremitd A, B, C,... ( supponendo in tutte queste
estremitd  collocati pesi eguali ) coll’ altro g delle seconde
A', B, € ..., la direzione e la lunghezza della retta Gg
( Fig. 1 ) hanno alguni rapporti utili ed eleganti colla dire-
zione ¢ granderzza della risnltante di tutte le forze . L’espo-
sizione di questi rapporti con aleune conseguenze, che si ri-
cavano naturalmente da essi, tra le quali & rimarcabile I'e-
legante Teorema sulla composizione del moto di Leibnizio,
formeranno il soggetto di questa piccola Memoria .

Quantunque si potrebbero esporre immediatamente i rap-
porti suddetti per un sistema rigido qualunque, sollecitato
da forze dirette nello spazio, e poseia dedurli per un siste=
ma disposto unitamente alle forze sullo stesso piano, come
caso particolare, non ostante, per maggior chiarezza inco-
minciaremo dall’ esporli ¢ dimostrarli per questo caso parti-
colare , indi passeremo ad abbracciare tutta la generalita del
soggeito, cioé esponendoli e dimostrandoli per un sistema
rigido qualunque , sollecitato da forze dirette nello spazio,
ossia in diversi piani.
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OSSERVAZIONE I

Per evitare un dubbio che potrebbe nascere intorno all’
esattezza dei rapporti, che si esporranno, atteso il modo nsa-
to nella Meccanica di rappresentare indifferentemente colla
stessa retta AA' ( Fig. 1) la forza F sia essa positiva o ne-
gativa, si previene, che chiameremo A prima estremiti e A'
seconda della forza AA', quando agird da A verso A', e all’
opposto A’ prima e A seconda, quando agirh da A'verso A,
cio¢ il punto M ( Fig. 2) di applicazione della forza MM' si
chiamerd prima estremitd della stessa forza, quando sari ti-
rato da M verso M', e seconda quando sari spinto da M’
verso M. Cosi, se tutte le forze AA', BB, GC',...( Fig.1)
ossia F,F',F",... agiranno da A,B,C,... verso A", B, C), ...
come abbiamo supposto nell’enunciato antecedente, le prime
estremiti saranno A,B,C, ... e le seconde A', B, C', ...;
e viceversa A', B, C', ... le prime, e A,B,C,... le se-
conde, se agiranno in senso contrario: che se la forza F'
agirA da B' verso B, e le altre dai punti A,C, ... verso

gli altri A', €', ... le prime estremitd saranno A,B', G, ...
e le seconde A', B, C', ...

Prorosizioxe 1. Trorsma.

Trovato il centro di graviti G delle prime estremitd del-
le forze F, F', F", ... applicate ai punti di un sistema rigi-
"o, e quello delle seconde g, ed indicata colla & la distan-
za di questi due centri, colla R la grandesza della risultan-
te, e colla n il pumero delle forze, si avrda R=nd; cioé la
risultante di un numero qualunque di forze applicate ai pun-
ti di un sistema rigido, ossia invariabile, & sempre eguale
alla distanza tra il centro di gravitd delle prime estremita,
e quello delle seconde, ma ripetuta guesta distanza tante
volte , quante sono le forze .
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DiMosSTRAZIONE.

Tndicando colle @, a',a", .. . le ascisse, e colle L3P T
le ordinate delle prime estremitd delle forze, supposte rife~
rite a due assi ortogonali, ed indicato il peso collocato in
ciascuno di queste estremitd colla m2, Saranno @me, @'m; a'm;. ..
i momenti degli stessi punti riportati all’asse delle ordinate;
e percid la distanza A’ da questo asse al centro di gravitA G
delle prime estremitd delle forze , ossia I’ ascissa , sard eguale
alla somma dei momenti am + a'm + a@'m —+ cc., divisa per
quella dei pesi m-+-m--m-+-ce.; cioé A'=(am-+am-+a'm-ec.):
(m+m—meec.) =m{a+a'+a'+ec.) m( 11— I-ec.);
ovvero A'=(a-+a'-+a'+ec.)in. Similmente saranno #m,
Y, b'm, ... 1 momenti delle stesse estremita, riferite all’
asse delle ascisse, per cui la distanza B' tra il centro sud-
detto e Passe delle ascisse, ovvero | ordinata, sard eguale al-
Ia somma bim=-bm-+b'm--ec., divisa per 'altra m—~+-m-~+-m-+ec.;
ciod a dive B'= (bm—Um—+F'm-cc.): (m-m-4m"-+ec.);
ossin B'=(b-+4'+b"+ec.)in.

Facendo dei simili ragionamenti per le seconde estremi-
ta delle forze, e chiamando x, 2, 2", ... le ascisse, ed y, ¥, y",...
le ordinate di queste estremita riferite ai medesimi assi a
cui si sono riferite le prime, si troveranno le coordinate X', Y
del centro g di gravitd delle seconde estremifd eguali ad
(- sema"+ ec.) & (m-m—m-ec.), (my-+my'+my'~-ec.).
(m+m-rm--ec.); ciod X'=(a~+2'+a'+ec.)in,ed V'=
(y+y+y"-rec)in.

Ora la distanza & dei due centri G, g di gravitd essen-
do I'ipotenusa di un triangolo rettangolo di cui un cateto &
la differenza delle ascisse A', X', e Ialtro la differenza delle
ordinate B', ¥, per essere A', X', B', Y' le coordinate delle
sue estremitd , sard BEI/E(A'—X’)‘-Q-(B'—Y’ H-,vale a dire

8= l/%(""‘"‘-n“*w. _x-‘-r'+x"+ur.)“+(w+b'+b"-o«:. e
=

n " 7

i,
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ossia eguale ad = 4 3 (A—=X)"+(B—=Y)"}, supposto
a-4a +a' +ec.=A, b+b+b'+ec. =B, x4z +z"+ec.
=X, y+r+y'+ec. =Y.

Supponendo’ a, &', @, gli angoli che fanno coll’as-
se delle ascisse le forze F,F', F",..., e decomponendo cia-
scuna di esse in due parallele ai due assi ortogonali, saran-
no Fecos.a, F'eos.a', Fcos. o" ... le componenti parallele
all’asse delle ascisse, e Fsen.a, F'sen.a', F'sen.a’, ...
quelle parallele all’asse delle ordinate; cioé la risultante di
tutte le componenti parallele all’asse delle ascisse sari egna-
le ad F cos.a =+ F' cos. o'+ F" cos. &' <+ ec., e quella delle
parallele all’asse delle ordinate eguale ad F sen.a + I sen. o'
-~ F"sen. ¢" <+ ec.; e percid la risultante R di tutte le for-
ze applicate al sistema, sard eguale a

/§(Feos. a4 cos. i+ o 6"+ - (Faen, v F'son. o +-F son s +-e0. )t

perché le due forze Fcos. o + F'cos. &' + F" cos. a” + ec. ,
Fsen.a+ F'sen. o'+ F'sen. 2"+ ec. ad esse equivalenti si
tagliano ad angolo retto, essendo parallele ai due assi orto-
gonali .

Ma le componenti Fcos.a, Fsen.a, F'cos.a, F'sen.a',
F'cos.a", F'sen. @', ... parallele ai due assi ortogonali so-
no eguali alle projezioni a—a, b—y, &' — o', b'—y', a' — 2,
=y, delle forze FFF"... sugli assi stessi; ciod
Feos.a=a—a, Fsena =b— y, Fcos.a' =a — 2,
I sen.a' =8—y', Flcos, ' =a"—2", F'sen.a" =4"—y'
sard adunque F cos.a-F'cos.a'+F" cos.a"+ec.—a—v+a'—x'
+a'"—z"+ec., ed Fsen.a+F'sen.a+F'sen.o/'+ " sen.a'+ec.
=b—y+¥—y -+ —y +ec. ossia F cos. &~ ' cos. o
+F'cos.a’+ec.=A—X, ed Fsen.a-+Fsen.a +F"sen.a'
-~ee. =D—Y; e percid la risultante R=l/§{A—X}’+(E—Y {
Quindi sostituendo questo valore dal radicaleV}(AAX)’»i«(EJ)‘;

nella equazione superiormente trovata, avrassi & —%R, ov-

vero R =nd. Cid che ec.
Pro-
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Prorosizione 11 Teorea .

La linea & che unisce i due centri di gravitd G, g delle
estremitd delle forze applicate ad un sistema rigido & paral-
lela alla loro risultante R.

Dimosrrazionz.

Per dimostrare questo Teorema e nello stesso tempo pre-
parare dei risultati ai seguenti onde facilitarne le loro dimo-
strazioni, troveremo le equazioni delle rette di cui le &, R
ne sono porzioni cioé ricercheremo la equazione della linea,
che passa pei centri G, g di gravitd, e di quella sulla quale
trovasi la risultante.

Dell’ equazione della retta che passa pei centri G, g.

Riferita la linea che passa pei due centri g, G ai mede-
simi assi ortogonali fissati nella soluzione del teorema ante-
cedente, ed indicato colla z=Ts¢~D la sua equazione; cioé
colle %, ¢ le sue coordinate, e colle T, D le guantitd da cui
ne dipende la posizione , Ia difficoltd & ridotta a trovare i
valori di queste due ultime quantitd .

Per le condizioni a cui dee soddisfare la posizione di
questa linea, cioé di passare pei due centri di gravitd, ai

quali corrispondono le coordinate A'=—A,B'= %B,X’zi}{,

Y= %Y, dovra essere la sua equazione z=T¢ - D soddisfat~

ta tanto dai valori # = = B,#= ~ A, quanto dagli altsi
0 i

L L . . L
u=_Y,t=— X; vale a dire si ayranno le due equazioni

B—Y
=£‘TA+D,‘T Y= >TX+D, le quali daranno T=7=; »
Tomo XV. 39
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AY—BX
A=X

D=1
zioni B=TA +-2D, Y =TX + nD sono soddisfatte,, quando si
pongono per le T, D i veri loro valori, o li danne, quando
siano incogniti . Quindi sostituendo i valori trovati delle T, D
nella equazione supposta della retta, che passa per i centri

valori cercati delle T, D; perché le due equa-

4 K £ - B—Y
G, g, si avrd la sua equazione tutta conosciuta ¥ =
©  AY—BX
o

Dell’ equazione della retta sulla quale trovasi
ia risultante delie forze

Riferita anch’essa agli stessi assi ortogonali ed indicata
colla ' =T'# -+~ D' la sua equazione, ciod colle ', # le co- *
ordinate, e colle T', D' i coefficenti da cni ne dipende Ia
sua posizione , la difficoltd & ridotta, come nel caso antece-
dente, a trovare i valori delle quantiti T', D'. Sebbene si
potrebbero determinare i valori delle quantit T', D' trovan~
do prima le coordinate di due punti per cui dee passare la
retta, e poscia procedere come nel caso antecedente, nondi-
meno , le determineremo colle dizioni, che la retta passi
per un solo di quei punti, e che facei un dato angolo coll”
asse. delle ascisse, giacche coll’ajnto delle cose esposte , piit
facilmente. si pud determinare la tangente di questo angolo,
che le coordinate di un altro sno punto .

Essendo le componenti F cos. a, F' cos. o', ' cos.a”, ...
parallele all’asse delle ascisse, e di piit applicate ai punti
corrispondenti alle coordinate @, ,a",... 5,4,0", ...,
sard la loro risultante sopra di una retta parallela allo stes-
so asse delle ascisse, e distante da questo asse dell’ ordinata
eguale a ( BF cos. & + &'F cos. &' + B'F" cos. @ + ec. ) :
( F cos. @ + F cos. & <+ F" cos. o' + ec. ); ossia a

{'I;(u—x)+b'(a‘—x')+b" a'—a)+ec ) :(a—aa'—a'+a"—z'+ec.)
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=(ab+al + a'b' + ec. — by — bz — — ec. ):
(& @'+ ¢6. —z —a' — 2" — ec.); ciod supponendo
ab 4 @b+ & +ec. =M, e bz +br' + V" + e

¢ M=N o L
sard la distanza suddetta eguale ad 57— . Similmente la yi-

sultante delle componenti F sen. a, I sen. o', F" sen. e

si troverd sopra di una retta paralleln all’asse delle ordina-

te e distante da quello delle ascisse di

{ aF sen. a -+ &F sen. o + &'F" sen. @' + ec. ):

( Fsen. @ + F' sen. o/ + F' sen. a" + ec.’): ovvero di

?a(b—y)-o—u‘(b'Hy‘)-i-rs"(b“-—)")+vv.}:
byl —y +¥ —y +ec )=

‘ab 4+ &V -+ &Y+ ec. — ay — @y —aly" —ec.);

(b+¥ 4+ +ec.—y—y —y —ec.)s cioé sopra di una
xetta parallela all’asse delle ordinate a cui corrisponderd I'a-

M=P PN w2y
T.» SUPPOSto. ay +-ay --ay" + ec. 18

scissa eguale ad

Ma la risultante di tutte le forze F, F', F", ... non &
che la visultante delle due F cos. a+F'cos. &' +F" cos. o +ec.,
F sen. a -+ F'sen. &' + I sen. @" + ec. delle quali qui sopra
abbiamo determinate le posizioni; e la risultante di queste
due passa pel punto di loro intersezione, al quale corrispon-
M=N

4 M—P AL
dono le coordi s gy trovate dianzi; danque la reg-

ta di per il punto corrispon-

’ M—P H 3
=gy ciod avrassi la eqna-

zione

pitt la stessa risultante & la diagonale di un rettangolo, i di
eui lati adiacenti e paralleli agli assi ortoganali sone Feos.a -+
Fcos. ¢ + I cos. o' + ec. =a—x + ' — ' + @' —a"+ec.
A—X, ed Fsen.a-+F sen.a' +F" sen. &'+ ec
per eni facol lato di questo rettangolo parallelo a
le ascis

5 0ssia collo stesso asse un angolo, la cui tangente
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& eguale al lato oppesto B— Y, diviso per Paltro A — X
. TS e 9 =N . ' y
e percid sard T =3=x:eD =3 giacche T' esprime
la tangente di questo angolo, Vale a dire, la equazione del-
Ia retta sulla quale si trova la risultante, sard '
PN

ot

Paragonando ora le due equazioni z=——

1 N . ; y;
#=aTr i+ trovate , si comprende, che esprimono

P—
-X A=X

due linee parallele, perché sono eguali i coefficenti delle
ascisse £,#, i quali rappresentano le tangenti trigonometri-
che degli angoli, che le due linee fanno dalla medesima par-
te coll’asse delle ascisse; cios la linea che passa pei due cen-
tri di gravith G, g, e quella sulla quale trovasi la risultan-
te, sono parallele; e percid anche le &, R loro porzioni ,
Cid ec.

Dalle due Proposizioni dimostrate, ricavasi questo ele~
gantissimo ed utile Teorema * La risultante R di un nume-
To qualsiasi di forze disposte sullo stesso piano ed applicate
ai punti di un sistema rigido, & sempre eguale a tants vol-
te quante sono le forze la distanza & dei centri di gravi
G, g delle prime e seconde estremitd di esse; e di pilt pa-
rallela a questa distanza ., .

Le relazioni dimostrate, naturalmente ci ispirano il de-
siderio di scoprire in quali casi la risultante R coincidera col-
Ia linea & di unione dei centri g, G, e quali saranno le con-
dizioni a cui dovranno soddisfare le grandezze e direzioni del-
le forze F,F',F", ... affinché cid accada; ossia, acciocché
Ia risultante passi pei due centri di gravitd suddetti .




.
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Provosizione HI PRoprexa .

Quali sono le condizioni alle quali dovranno soddisfare
le forze, acciocehé coincidano le posizioni delle due linee
R, J, ossia affinché la risultante passi pei due centri di gra-
vitd delle prime e seconde estremiti ?

SorvzroNg.

o noto a tutti, che due linee riferite allo stesso modo’
ai medesimi assi si confondano, allora che hanno la stessa
equazione ; per tanto le condizioni cercate saranno quelle, le
¢quali ridurranno alla stessa, le equazioni delle retie di cui le

&, R ne sono porzioni; cioé le equazioni u=

B—Y 1
A= &= HX
AY=BE ,  B=Y 5 P=WN 2 :
S=x » W =j3—x !+ gTx trovate supcriormente, Ma que-

ste equazioni si riducono ally medesima, purche sia il ter-

S AT dell P it e
mine — . ——=— della prima eguale al termine

eonda, giacchd gli altri sono sempre eguali; dunque la equa-

= A: o , ovvero AY—BX=n (P—N) es-

one

primera la condizione a cui doyranno soddisfare le forze, af-
finché le rette &, R coincidano.

La equazione AY — BX = (P—N), la quale indiche-
rk la coincidenza delle &, R tutte le volte, che sard soddis-
fatta, servird pure a determinare opportunamente qualche-
duna delle quantiti da cui nes dipenderd la grandezza o di-
rezione delle forze, quando non saranno tutte determinate,
acciocehé abbia luogo la suddetta sopraposizione .C.D.F.

Nelle Proposizioni dimostrate abbiamo supposto tutte Ie
forze nello stesso piano, ciod sn quello delle coordinate a, ¥,
passiamo adesso a dimostrarue delle simili per delle forze ap~




310 Svira TeoRIA DEL CENTRO DI CRAVITA' ec.

plicate ai punti di un sistema rigido comunque posto nello
spazio, ma talmente dirette che abbiano una sola risultante.,

Prorosizione IV Tronesa .

Se piti forze applicate ai punti di un sistema rigido qua-
lunque avranno una sola risultante, questa sard eguale a tan-
te volte la distanza tra il centro di gravitd delle prime estre-
mitd e quello delle seconde, quante sono le forze stesse; ciod
chiamando R la risultante, & la distanza suddetta, ed = il
numero delle forze, si avia R =nd.

Drwosrrazrons.

Riferite tanto le prime estremiti quante le seconde ag

stessi tre piani ortogonali, e chiamate a,a,a", ... 0,00,

- le coordinate delle prime estremita , et'l e

«o 8,7, 7", ... quelle delle seconde, avrassi In
dmhnzu A' del centro di gravita G delle prime estremity dal
piano delle £, ¢, dividendo ]a somma dei momenti czm+{.mz+
a'm~+ec. delle stesse estremiti riferite al medesimo pis
( si suppone collocato il peso m a tutte I estremitd )

quella dei pesi m--me-+m+ ec.; ciod sard A'— L . posto
@~+@ —+a'-4-ec.=A. Cosi si avranuo le altre due dista

B', C' del centro stesso agli altri diie piani ab, ac, cioé B'

ol %a supposto qui pure per brevith & -+ & + 3"+ ec.

=B,ec+c+c"+ec.= 0,

Similmente. otterransi le tre coordinate X', Y', Z' del
centro g di gravitd delle seconde estremita eguali ad
(o' +a+ec) n, (y-+y +v "4=ec.) m, (z24z"4e0.) 0,

TR
ﬂsslaX—;,Y:;, = ,suppuslor—'—z+:¢‘+ec X,

Yy +y'tee. =Y, gz +2'+ec. =7,
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Ora, essendo la distanza & dei due centri G, g, la
gonale di un parallelepipedo rettangolo i cui tre spigoli con-
correnti a formare lo stesso angolo sono le differenze delle
coordinate A'X", BY', C'Z' corrispondenti ai due centri, os-
sia alle stesse estremitd della &, sard essa eguale a
V(A =X P (B — Y P+ (G —Z' )} ovvero
8=[/%(!\—X)’:m‘—f—(B—-Y)‘Irﬂ.‘+(C—Z)°:
— VS (A—X P+ (B—Y)+(C—Z){ ponendo per le coor-

. | ey Baies Y TSR T R S
dinate A', B',C', X', Y", Z lloromlou:, T m e =

Ma decomposte tutte le forze F, F', F", ... in tre parallele
alle tre intersezioni dei tre piani ortogonali, ossia agli assi
delle coordinate, risultano le tre somme delle componenti
parallele ai tre assi eguali alle differenze delle AX, BY, CZ,
come ¢ facile a comprendere , ragionando come nella Propo-
sizione primaj cioé tutte le forze ¥, F', F", . .. equivaienti
alle sole tre A—X, B—Y, C—Z, la prima delle quali &
parallela alle x, la seconda alle 7, e la terza alle 2, e di cui
una & cndicolare alle altre due al punto della loro interse-
zione ; dunque la risultante di tutte le F, F', F', ... sard la
diagonale di un parallelepipedo rettangolo di cui i tre lati
paralleli’ agli assi orfogonali sono le tre forze suddette; e
perzid R:M'(A—X}“-»-(B—Y}’-e—(’G—Z)ﬂf: per tanto
sostituendo questo valore del radicale nella equazione § =

%l/;(*\—x)“"{ﬂ—‘f)*-i-(ﬂ—?.)’ trovata sopra, si ot-

terra & =% R;od R==xrd. Cib ec.

Prorosizione V Troneaia .

La risultante di un numero qualungue di forze ( che
abbiano una sola risultante ) applicate ai punti di un siste-
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mna rigido qualunque., & parallela alla linca, la quale unisce
i due centri di gravitd G, g; cioé la R & parallela alla &,

DryosTrazroNE.

11 modo pitt facile onde paragonare le posizioni delle due
rette di cui si parla, & quello di determinare le loro equa-
zioni, come abbiamo fatto nella dimostrazione della seconda
Proposizione , indi paragonarle, dal qual paragone deducesi
il parallelismo suddetto, ossia la dimostrazione del Teorema.
Per procedere collo stesso ording tenuto nella dimostrazione
della suddetta Proposizione, colla quale la seguente ha tutti
i rapporti, incominciareme a trovare le due equazioni della
retta di cui & ne & porzione, la guale passa pei due centri
G, g: e poi passeremo a trovare quelle della quale ne & por-
zione la risultante R.

Dol equazioni della retta che passa pei centri G, g.

Projettata la linea, che passa pei due centri di gravita
sui piani ortogonali zy, zz, ed indicate le equazioni di que-
ste projezioni colle y =Tz + D, 2=l + H, si ayranno i
valori delle quattro quantita T, D, /, H da cui dipendono
le posizioni delle due projezioni, osservando, che la prima

Y

5 5 5 f B
passa per due punti a cui corrispondono le ordinate —, — ,
%’

il X
e le ascisse —, =, e che la seconda passa pure per due al-

z

. . . ‘) . c
tri sul piano delle z, « corrispondenti alle coordinate =, —,

A

I

X : :
—; per oui le quattro quantith T,D, ¢, H dovranno sod-

2

; s A i X c
disfare alle equazioni — =T —+D, —==T = +D, —=

¢ AH, 2 =12 W, ciok le T, D alle due prime, ¢ lo

I,H
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3 e percio le due e

R

zioni della retta, che passa per i due ce suddetti, saran-
B—Y 1 AY—BX =2 1
DO y=G—y A — . s, A=y ¥k

Dell’ equiazioni della retta sulle quale trovasi la risultante R .

Decomposta ciascuna delle forze F, F', F', ... in tre
parallele ai tre assi ortogonali, saranno le somme o risultanti
d: qneste componenti parallele ai tre assi, a—z+a'—a'+
—)‘+B'-—)"+-b"—}’ “+ec.=B—Y,
GC—Z; ciog tutte le forze
o alle sole tre rappresentate dal-
]e (I:!lcrenz[: A—X,B—Y,C—2Z, e dirette parallelamente
ai tre assi delle coordinate. Di pin la A — X incontrera il
piano yz in un punto corrispondente alle coordinate y =
$bla-a)+0 (a-2)+5"(@"-2")ec. | : (- 4-a'-2'+a-a"+ec),
z=ir(lz-.x)+f['a 2)c"(a" x)-;-nc{ (a-2-+a'-x'-+a"-2"+ec ),
Ie quali saxanno anche le coordinate della retta sulla quale
trovasi la stessa forza A —X. Similinente le coordinate del-
le rette sulle quali si trovano le forze B—Y, C—Z saranno

e e Y R e

= :c(b-—;)-;.c’(é'—y’)4-#'(&"—;")4-.:{ LGyl = A =y ), @
7= {blemz) B (Yt (s Yt | £ (e e i)

= »(c-;)-mz'(c’—-')-.-c"'c'*—-s‘)-.-w.}:(e—u.:'—:’-;-c" o0} .
Vale a dire, alle tre rette sulle quali trovansi le forze A—X,
B—Y, C—Z corrispondono le coordinate
_ M-V R—§ R—
-1 = ey Y T o z’x—
supposto bx -+ b'z' 4+ %" 4~ ec. =N,

Tomo XV. 4o
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ab 4ol 4-a'b +ec. =M, ac+a’c+a'd"+ec. =P,
ex £+ c":c”a-em = Q, be+be +b'c"+ec.
ry+cy + ¢y +ec. =8, bz+bz + 0" +ec.
az+adz +a'd +ec. =U, ay+ay +a'y" +ec. =
Ma la risultante dee passare pel punto d’incontro delle
tre forze suddette, passerd adunque pel punto corrispondente
R—T M-V __ P=TU
c—z'”*

M—

alle coordinate y = T—

S

( si possono prendere tanto i primi quanto i

secondi di questi valori delle coordinate, perché le forze han-
no una sola risultante ); ciod rappresentate colle equazioni
¥=Ta' 1, z'=10%"~+H le projezioni sui piaui 2y, s del-

M—=N_ o M— e
la retta di cui si parla, avrassi =X -T ~|~D : .\—0:

o P=U"
__1.;4

P—U
U =g+, ossia D'=
di pit la sua projezione sul piano xy, ciod la retta avente
per equazione y' =Tz + D' fa coll’asse delle # un angolo
eguale a quello che fa la diagonale del rettangolo, che ser-
ve di base al parallelepipedo rettangolo (I’mp H/ )3 cioé un

B
angolo avente per tangente trigonometrica 7—z ; sara per-

X.

d 7 B—Y
tanto T' che rappresenta questa tangente eguale a 7— . e

24

SSele o dive Tle =T

t ALy ]
per Ia stessa ragione / Fi

o= q
a=xr D=g=x-H e percid le due equazioni
cercate saranno y' ikl RAHAING O3 el

nno y'=i— .2'4 =, 2

. =il B—
Essendo nelle due equazioni y = 5—

; B—Y , Y—=N . 3
-3 ¢ Th i coefficenti delle z

«' eguali, e rap-
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Presenmndo essi le tangenti degli angoli, che le due proje-
zioni sul piano wy fanno coll’asse delle x, saranno queste
 projezioni parallele; per cui le due linee &, R porzioni di
quelle rette, si troveranno sopra due piani perpendicolari a
quello delle x, ¥, e tra loro paralleli . Per la medesima ra-
gione le stesse rette troveransi su di due piani che saranno
similmente paralleli, e perpendicolari al piano ortogonale w75

3 A ¥ > L el
giacché i coefficenti delle x, ' nelle equazioni z=-—= -+

+ AR—CX c=2 , . U—0 Batliitpdind Mok

i Aex =3—x2+i-x delle loro projezioni sullo

stesso piano sono pure eguali. Ma Uintersezione dei piani es-
¥ 1 AY=BX __ C—7Z

3 x

. Hodl B
pressi dalle equazioni y = =5 &+ - F=x » = E=x °

Z—CX g 5
— % a M—x— & la retta che passa pei due centri g, G, ¢

V=N

wallerdy

te dells forzes; saranno adunque queste due linee parallele ;
quindi ancora le loro porzioni &, R. Gid ec.

Adunque, la risultante unica di un numero qualsiasi di
forze applicate ai punti di un sistema rigido qualunque &
sempre parallela alla retta, che passa pel centro di gravith
delle prime estremitd di esse e per quello delle seconde, ed
& eguale a tante volte la distanza di questi due centri, quan-
te sono le forze stesse .

Prorosiziose VI Prosreas .

In quali casi la R risultante si troverh sulla retta &, che
unisce i due centri g, G?
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Sappiamo, che due rette coincidono nello spazio, quan-
do abbiano le stesse equazioni; dunque la R coincidera col-
la & sempreeché le grandezze, le direzioni, ed il numero delle

. 3 B—Y
forze ridurranno alla stessa equazione, tanto le due y — iy

o

T AY=BX B—Y , N

bty e ey o i—x » quanto le due altre
_t—z 1 AZeCX ,  G—Z . U—Q . o
=a=x¥F5  aox o T= iox ¥+ g5 ciod accadri
la suddetta coincidenza tutte le volte, che saranno soddisfat-
te le due equazioni n(V—N)=AY —BX, n(U—Q) =AZ—CX

o s - A . V= AY—
xisultanti dall’ ugnagliare tra loro i termini E—_%:- o :? . ﬁ? 2

Z = ; - St s e
% ; AA—_?, i quali sone i soli nelle equazioni del-

le projezioni in generale disuguali. Eliminando la 7 dalle
equazioni trovate, si avrd la (U—Q) (AY—BX)=(V—N)
(AZ—CX) esplicitamente indipendente dal numero delle for-
#e, la quale potrd rimpiazzare una delle stesse equazioni.

OSSERVAZIONE II

Senza alterare I ordine tenuto nelle Proposizioni espres-
se, si poteva supporre a ciascun dei punti A BG... del si-
stema applicato un mumero qualunque di forze, e poi rica-
vare dalle loro dimostrazioni quelle delle Proposizioni dimo-
strate , come casi particolari; ma con cid si sarebbe sacrifi-
cata Ia sempliciti ed in parte ancora la chiarezza delle di-
mostrazioni, e nulla sarebbesi acquistato rapporto alla gene-
ralitd ; gincché si possono ricavare quelle Proposizioni dalle
dimostrate, egnalmente come corollari. Infatti, se al punto
A del sistema vi fossero applicate tutte le forze F, F', F',...F(,
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hasterehbe supporre nelle dimostrazioni date a=a'=a"=...al).

= ==...00, c=c=¢'=...c9; cid che per nulla le
altererebbe , perche esse si sono fatte indipendentemente da
tutte le relazioni delle coordinate @, @ ,a";... b BBl ..
€s¢ ¢, - Vale a dire, se al punto A del sistema vi sa-
ranno applicate tutte le forze F, F,F",...F0, le dimostra-
zioni date delle Proposizioni abbraccieranno il caso di oui si
parla, scnza messuna alterazione , nominando questo punto .,
A per la forza F, B per la F', o cosi delle altre .

OSSERVAZIONE III

Quantunque le supposizioni di a= al), b=b"
...¢l) non alterino le Proposizioni sciolte, nulladime-
no in forza di esse si potranno sostituire alle quantiti am —+
A oUWy b6, I AD T 0 By Bl B,
M e == = 16O, e 0o Te altre @ .sm, 5a,
b.sm, sb,cosm, se; cioe sl potranno abbreviare le dimostra-
zioni , supponendo collocato il peso sm al punto A al quale
sono applicate s forze: vale a dire, basterd supporre in ge-
nerale le estremiti A, B, C,... caricate di pesi proporziouali
al numero delle forze ad esse concorrenti. Simili riflessioni
si faranna, se pin delle forze F,F', F", ... applicate ai di-
versi punti A, B, C, ... del sistema, termineranno agli stes-
si; ossia se diverse delle seconde estremitd 7oA 1T
coincideranno .

Da queste riflessioni si ricava la elegantissima ed utile
Proposizione seguente: ¢ Trovati separatamente i centri di
graviti delle prime e delle seconde estremita delle forze , va-
Intandole in ragione del numero delle forze ad esse concor-
venti, ed uniti questi due centri, avrassi una retta parallela
alla risultante di tutte le forze ( si suppone sempre sola ) e
che ripetuta tante volte quante saranno le forze, dara la
grandezza' della stessa risultante ,, .

o=
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Cowsecuenze.

1.2 Alle forze F,F',F", ... Fo=—) applicate ai punti di
un sistema rigido sia che si faccino o no equilibrio , se ne
potranno sostituire delle altre f, £, f", ... fC=1, e non si
altererd né la grandezza né la divezione della loro risultante,,
purché la divezione e lunghezza della & rimanga la stessa .
Cosi, se le forze AB', BC', CA',... avranno una sola risul-
tante, come supponghiamo che I'abbiano le altre AA', BB,
CC', ... sark essa eguale ¢ parallela a quella di queste nlti-

me ; perché i centri di gravitd delle estremiti A, B, G, ...
A, B, G, .. sono gli stessi di quelli delle altre A,B,G,...
BlG AL

le forze F, F'
" i

F", ... concorreranno, cieé
=i, od p=aeat= L,
r=y'=y ces -5 la risultante R non solo
passeri per il punto a eui concorrono tutte le forze F,F,F",...,
ceme & naturale, ma coinciders colla &3 imperciocche , la
prima supposizione di A=na, B=nb, C=nc, M= nab,
N=#X, P=nac, Q=cX, R=nbc,8=cY,T=0Z, U=0aZ,
V=aY, e la seconda X=nz, Y=ny, Z=nz, N=2B,
Q C,8=yC,U=zA,T=zB, V=yA, i primi dei quali
valori sostituiti nelle equazioni delle condizion espresse nell®
ultima Proposizione danno {aZ—cX ) (raY—nbX)= (aY—EX)
(naZ —neX ), » (aY — X ) = naY —nbX. ed i secondi
(2A —2G) (Any —Bax ) = ( Ay —Br) (Anz —Cnz ), o
% (Ay —Bz) = Any —Brx equazioni identiche .

Questo corollario costitnisce il Teorema ( accennato al
principio ) di Leibnizio sulla composizione del mota, ripor-
tato dallo stesso autore nel terzo Tomo delle sue Opere.

8.4 Sele forze B, F', ¥, ... s faranno equilibrio, il
centro di gravitd G delle prime estremitd coincidera con qnel-
lo delle seconde g; perché al valore di R 0, corrisponde~
ra quello di d=o in virtu della equazione dimostrata nelly
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Proposizione IV. Cost tutte le volte che si anid d =0, ayrassi
pure R =o0.

4.° Se tutte le forze F,F', F',... applicate allo stesso
punto si faranno equilibrio, il centro di gravitd delle secon-
de estremitd A', B', C', ... cadrd nel punto di comune ap-
plicazione .

Questo risultato, il quale & un caso particolare della ter-
#a conseguenza, si dee anch’esso a Leibnizio ( veggasi I'au-
rea Meccanica di Lagrange ).




