DELLA RISOLUZIONE DE’PROBLEMI
DI MASSIMO O MINIMO,
QUANDO LA QUANTITA', CHE VUOLSI MASSIMA O MINDIA ,

E DATA.
Dey Sic. Szeastrano CANTERZANI.

Ricevuta li 10 Ottobre 1868,

Sono certe questioni di massimo 0 minimo, alle quali non
&, almeno immediatamente, applicabile la regola generale, che
prescrive che mettasi eguale a zero il differenziale della quan-
titd , che si yuole massima o minima. Tali sono certamente
quelle, che il sommo Geometra Lodovico De la Grange insegnd
di sciorre dipendentemente dalla teoria delle frazioni continue.
Tali pure sono quelle, che il grande Eulero insegnd di scior-
re col calcolo delle yariazioni da lui inventato, e ridotto po-
scia @ singolare sempliciti dal non mai abbastanza lodato Sig.
De la Grange . C

A prima vista sembran pure tali quelle questioni, in cui
la quantitd, che yuolsi massima ¢ minima, & data; perche es-
sendo data, e quindi costante , non ammeite differenziale .

1l celebre Gabriel Manfredi trattava questi problemi nel-
la seguente maniera. Inverteva il problema cosi che fosse da-
to quel che era incognito, e incognito quel che era dato:in
tal modo Ia quantiti, che volevasi massima o minima, dive-

i iabile. Scioglieva dunque il problema inverso; indi

me, a cui ginngeva, sostituiva in lnogo delle quan-

n essa contenute i valori, che loro competevano nel pro-

blema diretto. Recava per esempio il problema: data la retta

AB( Fig. 1) e dato in essa il punto C, trovare "angolo ADB,

in eni fa retta AB resta inscritta in modo che sia la minima
delle rette, che gli si possono inscrivere per il punto G,

. Inverteva opli il problema cosi: dato Pangolo ADB, e nel
di lni piano il punto C, trovare la AB minima delle rette,
<he Imscriyer gli si possono per il punto C. Tirata per C la
zetta BF perpendicolare all’ uno de’crari DA dell’angolo, ¢
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fatta DE=/f, EF =g, EC =1/, EA =zx; condotta in oltre
CO parallela ad AD, trovava
AB = Ui+ =)/ Fhirx
s gufh

il differenziale, presa x variabile, posto eguale a zero
somministra I’ equazione ga®-+afhe® i+ —feh*=o .

Ma il problema da prima proposto porta che sia data la
retta AB col punto in essa G, onde uno de’ segmenti sia AC=z,
Paltro CB=12, e dimanda che si trovi I'angolo ADB, il quale
dovendo co’suoi cruri passare per li punti estremi della data
retta resta solo che rispetto a questa retta si determini il pun-
to0 D, dove aver dee il suo apice. Chiamava egli pertanto la
distanza DS di tal punto dalla retta AB=y, e la porzione AS,
ohe in questa retta taglia la perpendicolare DS, chiamava =z.

Aveva cost DA =/ zz -+ yy . Essendo AD : DS :; AC : CE

ik |/ zzyy

168

tiatk, otteneva h=—=2_: ed essendo
Vi gy

pure AS:DS:: AE:EG, cioé z:y:: V_L” otteneTa r—
e N rer L oot
T quindi DE ==/ 2z +yy ————. Per ultimo

X7 E
condotta da G 1a CT parallela a DB, essendo AB:AD : AC:AT, %

oiot a-+ b1/ 5z -+ yy 1:a: AT ricavava AT =2 2l e '.‘-.
A O e | e T TR T
quindi ET=AT—AE= — e

==
ma ET : EC::DE : EF, ciot
sEbyy—az, (a%y+-aby)

5 1 Ve - 67 e =

Ricavati questi valori di f, g, £, « li sostituiva nell’ equazione
vitrovata, e cosi finalmente arrivava ad ottenere z==4: il che
mostra, che prendendo su la data retta AB la AS =CB, ¢
condotta ad essa la perpendicolare SD, ogai punto di questa
perpendicolare indefinitamente prodotta , essendo sparita la y,
pud essere I’apice dell’angolo cercato.

Il metodo & ingegnoso; ma ?are che il calcolo, che oc-
corre fare, possa, almeno in molti casi, riuscir pit comodo,
se nel formare la formola, il cui differenziale nel problema
inverso-dee porsi eguale a zero, si abbia I’avvertenza di farvi
entrare

(224~ yy=—az)

2-abz))/ Eeryy
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entrare le ntitd, clie servono a determinar quella, che cer-
wel problema direttos poiché casi si ottengono immedia-
nte (lue equazioni , Puna delle quali & Ia formola suddetta
posta_eguale alla quantitd data, che vuolsi massima o mini~
mas Paltra & il differenziale della formola stessa posto egnale
a zero. Gol mezzo di queste due equazioni oftiensi senz’altro
il valore delle guantitd, che sciolgono il problema diretto.
Per non dipartirci dall’ esempio proposto, fatta AG=a,
CB=#4, prendusi AS =z, SD=y. che sono le linee, che
servono a trovare I’angolo cercato nel problema, le quali linee
nel problema inverso sono costanti. Supposta ora la EF una
retta qualungue inscritta all’angolo pel punto G, da E tirisi
EC perpendicolare a 8D, e pongasi SG.=m, e sari m yaria-
bile nel problema inverso. Essendo CT parallela a DB, sard

AB:AD::AG:AT, ciot a-+b:y/zz+yy: AT, onde
AT = ﬂ(l‘%‘_:;!-—', e AB:AD::CB:TD, ciod a~b:p setyy:56:TD,

onde TD :?__l::‘;”".Mn DS : DA ::8G AR, ciod y: |/ zzyy i

m:AE, e perd AEz”’_l/;”__»"! . Sara pertanto ET = AT —

AE = W,—"%l){‘;’l . Ora condotta da E la perpendicola-
me

ve ER ad AB si avra DS:AS :ER : AR, cioé y : 2 ::m:AR:T g

e perd RC =a—-? , e CE = [/mﬁ-h(a_
te posta la CO parallela a DA, sard CO =TD, e si avri ET

EQ:: €O : CF; ciop (Tam—tm /&=y
(a+d)y

J*. Finalmen-

bl mi

Sy —an—bm

,‘—V:-;‘%.:CFc e quindi CF = . Dunque EF =

(a4+B) (=) V 1 (a— TE2) >
CE + CF = r

Questa ¢ la formola, che deve riuscir eguale ad a+ 4,
e che nel medesimo tempo aver deve eguale a zero il suo
differenziale preso nel supposto di m variabile. Ecco dunqgue
1e dne equazioni

Tomo X1V, ¥

ay—am—1lm




170 Derea nisorvaioNe pe' Prosremr ec.
(amt5) (rmr )V o (e
L —a+b
a7 —am—tm
e ()un)(ma,m 5 ) 3
(—&ml/ PSP, R S )(ay-amdm)-‘—&m(aq-a)[)—.m"/mn_,{u
i V ome (o

(ay —am—im)* 7
Senza aver bisogno di sviluppare i diversi valori, che com-
petono allincognita m nella prima equazione; egli & certo che
quello convien ‘tra essi scegliere, il quale fa clie non solo sia
Ia prima parte di quell’equazione eguale alla seconda, ma por-
ta in oltre che i due segmenti CE, CF sieno il primo al se-

1 (a2

¥
ay — G — b

condo come AG:CB, ciod siap/ maor (a5

rab,

¥
Ia qual analogia ne presenta I’ equazione aby—abm—bm=aby, |
che ci da m=o0: e questo & 1l valore, che non solo soddisfa
alla prima equazione, ma che messo nella seconda ci dee da-
re la soluzione del problema. Ora I'altra equazione, ove sia
m =0, diventa (—a§m —zdm) ar +aydm(a—+&)=o, la qua-
le divisa per ay3m riesce —a—z-~a-+b=o, che, appunto
come prima, di z=10
Stando le cose in questi termini, quando la quantitd, che
dev’ essere massima o minima, ¢ data, pud dirsi, che senza
pensar a invertere il problema basta trovare la formola, che
dipendentemente da una qualche variabile esprima in generale
la quantita, che esser dee massima o minima. Poiché metten-
do questa formola egunale alla quantitd medesima data si ha Al
un’ equazione , e mettendone eguale a zero il differenziale si i
ha un’altra equazione, e da queste due equazioni si cava senz’ :|
altro quella, che direttamente scioglie il problema. Quantun-
que cié venga comprovato nella condotta tenutasi ultimamente
per Ja soluzione del problema Manfrediano, pure giova recar-
ne anche un altro, e sia il seguente .
Data la durata del crepuscolo trovare la latitudine terre-
stre, sotto la quale il crepuscolo minimo & della durata data.
Sia ( Fig.2) Z il vertice, HO I’orizzonte, RS il circolo fini-
tore del crepuscolo, P il polo settentrionale, EN Ia declina-
zione australe del Sole, e NI il parallelo descritto dal Sole, il
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quale tagli Porizzonte in L, e il circolo RS in 1. Condotti i
due ornrl] PL, PI I'angolo IPL & proporzionale alla durata del
crepuscolo, e perd dove questa ¢ minima, minimo & pure quest’
angolo, e quindi anche il seno, della 'sua meta . [’arco ZI
corrispondente alla latitudine terrestre cercata mett 1
declinazione del sole EN =4, I’arco di meridiano HR=08=¢.
La durata data del crepuscolo sia = /% esprimendo / ore e par-
i di ora. Facendo 24 : / :: 360 al quarto, si ayrd in questo
quarto proporzionale il numero de’gradi corrispondenti al tens
po k, ciog si_avrd la misura dell’angolo IPL, che percid sa-
ra di gradi 154.

Nel triangolo sferico IPZ abbiamo il lato PZ = go® —z,

: 2 - ¢ P2
il lato PI=090°~-5, € il lato ZI = go® -+ c; onde sard sen, ——=

R R R T triangolo poi LPZ altre il

a.cop. . o8 b
lato PL = PI = 90° + &, ¢ il lato PZ = go® — z abbiamo il lato
U ot b—ten. 5 som,

ZL=90% onde sari sen.

.
seni per tanto di questi due angoli sarani
e s l/ con bt T e e o % e

! 2.C08.5.c08.8

i/““—""'_""‘*”“". Alla differenza di questi due angoli

2.co8.7.co5. b

5 1o IPL A

& eguale Pangolo =~ © per conseguenza si avrd

sen, (L _ W oos = oos F—en.= - wom- b sen ol Tos s soos. Do+ gen.E . gen. b
a

2 ooz, con.b
__ Veosiz cosl=rsen = sen. b —sem. o/ un.m  cod. B—menm.z em: b

3008 2. 008.6
Ed eceo trovata la formola, che dee porsi =s=n.-':—r', € in-
sieme avere il suo differenziale — ¢ .

., Bssendo la formola similmente data perz, e per & & in-

_differente prendere nel differenziarla per variabile I una o Pal-
tra di queste due quantiti. Fattone il differenziale, e posto-
lo =0, nasce ull’equnzmns, che mangggiam con un po arte

bl o

: Fie (22 sen. & v con. §

riesee in ultimo ( sen, bjg—{ 5:" e R LY (sen b+
w6, 5 1 oot § it
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z <
(I-h(sen.:)‘ ) sen.b—sen.zsen. < . cos. © =o dove sen. b

ha tre valori, cioé
sen.z . M.g sen.z. cos.§ sen. § . cos.
sen.b= —, sen. b= ———, sen. b = —— =
cos.§ sen. & sen.z
ui osservisi, che supposto z = ¢, ciot preso il lnogo
terrestro sotto I’ equatore, dee essere anche & = o, essendo
chiaro, che nella sfera retta il minimo crepuscolo ha luogo
qus’lgim-ni, ne’quali il sole descrive I’equatore. Gid posto si
conchiude che il terzo valore non appartiene al problema pro-
posto, ma ad un problema analogo. Lo stesso dir si deve del
secondo valore; perché essendo I’arco § assai piccolo, il suo
seno dev’essere minore del suo coseno, e percid questo valo-
re porterebbe che anche il seno della latitudine terrestre =
fosse sempre minore del seno della declinazione del sole &; il
che non pud sempre verificarsi .
Al presente problema dunque non serve che il primo va-
sen z.5en. ©
, 0 sia sen, b =sen. z .tang. T: . E que-

lore sen. & =
cos. 5

sto & in fatti il risultato della soluzione sintetica, che il Mar-
chese De ©Hépital ha data del problema, in cui cercasi la
declinazione australe del sole, posta la quale la durata del
erepuscolo. sotto una data latitudine settentrionale terrestre &
minima .

Ora liberando Paltra equazione da radicali, e facendo va-
riduzioni, e specialmente quella di sostituire 1 — (sen. &)*
a (cos.b)* si amriva ad avere

e ) o o) ) AP
S

RACICE

o o 154 L2
<+ sen. z sen..d sen.—— —a.sen.z.8en.5.5en 50,
4 3

dove si porri in luogo di sen. b il valore trovato di sopra
¢

sen. 5 Jsen

= e nascerd un’ equazione, che con opportune’ ridu-
B
wioni diventa
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15h Y2 TR
e
(sen. )+ (—’)—,g——.ﬁ,—* (sen.s)f=
.
(o) o 2 (o Y o )
=T

Quest’ equazione trattata alla maniera delle quadratiche af-
fotte conduce mediante alcune riduzioni a due valori di (sen. 2
che si riducono ad essere

o
e =]__(m‘;) (-w!‘!:—cat. xSh)
(sen.zP =", (sen.z) e T A TR
a(sen. )" (e )
il secondo de’quali non pud appartenere al nostro problema;
poiché posto 15h=c, il che non pud avvenire che ne’ punti
della terra, che sono sotto I’ equatore, dovrebbe riuscir z, &
SE B
per conseguenza anche (sen.z =0, e non gid =—=-—

come porta quel secondo valore. Il solo primo adunque (sen.z)*
=%§’f scioglie il problema proposto . La latitudine per
tanto terrestre, che si cercava, & quella, che ha il suo seno
e e — o, 15k
== T— e 0k
Chi volesse la declinazione del Sole il giorno della data
minima_durata del crepuscolo altro non dovrebbe fare che por-

co8. & —cos. 154 . s .
re./' in lnogo di sen. z nel valore gid trovato del

c
sen. %

800 6EN0

—, 0 sia sen. ml:\ng.—i;vnlea dire altro non

avrebbe a fare che moltiplicare per la tangente della meta dell®
arco ¢ il seno della latitudine terrestre , sotto la quale si ve-
a la data minima durata del crepuscolo. Posto, come usa-
si, Parco ¢ di 18°, la tangente della di lui metd & 0. 1583844,
Se la durata / data del crepuscolo sia, a cagion d’esempio,
a7 a7

i A i ja f = 227 5 poa
di ore 1.41'.2:", onde si abbia A= =i 10h = ==

.
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25%.00',15", sard sen

440 .29/ 485 che & vic
poi sen. & =0.1583844 X 07008676 =0 . 1110065, e quin-

Il caso considerato in questa breve Memoria non & sta-
to, che io sappia, notato da verun Autore; né forse merita-
va d’esserlo; né io ho avuto altro fine nell'ayvertirlo, che
quello di giovare ai Matematici meno esercitati, persuaso che
non possa dar impaccio a chi & gia assuefatto ad assoggettar
a’suoi calcoli le pin intrecciate questioni.




