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Presentato dal Sig. Antonio Cagnoli il d a7 Febbrajo 18ch.

In parecchi opuscoli dedicati all’ istrnzione dei giovani coltiva-
tori del Disegno trovai con vario metodo, ma egnalmente inesat-
1o, esposta la risoluzione di quel problema, in cui si tratta di de-
scrivere la figura dell’ ombra che, esponendo uns nicchis ai rag-
gidel sole, si produce nella superficie convava della sna voha .

L’ uso frequentissimo di tal problema ne’ Disegni architet-
tonici, I'attinenza sua co’ priveipj della stereetomia , mi parvero
sufficienti motivi per offrire agli studiosi una risoluzione esatta ,
ed inoltre estsa a tutti i casi nequali la superficie della Volta sia
di quelle che si generano per la rotazione di una. curva conica
4’ intorno alproprio asse .

Per ridurre il quesito 2 puri termini geometrici , & d’uopo
osservare che essendo dato un emisferio concavo esposto a’
gi del sole, tutti quelli che passano per a circonferenza del cir-
colo , che forma I' orlo dell” emisferio , supponendosi fisica~
mente paralleli fra ‘di loro , sono costituiti in una medes
ma superficie cilindrica, la cui base & la mentovata circonfe-
renza, ed il cui lato g ¢ unaretta parallela a qual
de’ suppoau raggi solari . Adunque tatti i ngb: che passano pm:

1" orlo , ed incontranoe la superficie dell’ emisferio, la incontrano
appunto in quella linea che & la scambievole intersezione delle
due superficie cilindrica, ed emisferica, e quella linea stessa de-
termina il contorno dell’ ombra .

Ora in luogo dell’ emisferio, sostituiscasi la metd della super-
ficie generata per la rotazione d’ una curva conica d’intorno al
proprio asse,, & tal meti sia quella che nasce dividendo la sng;er-

-
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ficie intera con un piano che passi per I asse. Si chiami cilindri-
ca quella superficie, dove sono costituiti tutii i raggi sblari che
passano pel perimetro della supposta sezione per 1"asse , e tutti
incontreranno la proposta superficie concava in quella linea ehe
& comune intersezione tra la superficie stessa, e la superficie ci-

Determinare I” intersezione scambievele tra Ia superficie ge-
nerata dalla rotazione d° una curva conica intorno al proprio as-
se, ed una supetficie cilindrica di cui sia base la stessa curva ge-
neratiice della superficie di rotazione ,

L’esame di questo problema conduce a conoscere che la cer-
cata intersezione & sempre una curva conica della medesima spe-
cic che la generatrice Jelia superficie di rotazione .

ultato dells seguenti proposizioni che formano la
prima parte del presente ragionamento. La seconda parte conter-
ti le applicazioni alla pratica del disegno -

BEREACR TR

§. 1. Se in una sezion conica GAD (Fig. 1) siano quante
corde si voglia GH, EF fra di loro parallele , e segate da altre
AB, CD pure fra di loro parallele; i rettangoli contenuti dai se-
gamenti corrispendenti delle prime, e delle seconde sono propor-
zionali

Siano T, L, X, M i punti delle intersezioni; dico essero il
rettangolo ATB al rettangolo CLD come il vettangolo EIF al rei=
tangolo ELF . e cosi il rettangolo AlB al rettangolo CKD, come il
rettangolo EIF al rettangolo GKH, e similmente si dica degli al-
tri contenuti dai segamenti che si formano intorno a due altri dei
dati punti I, L, M, K. (¢)
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§:2: Se quante corde si vogliano AB, CD nella ]nmbtﬂa. fra
Joro parallele siano segate da diametri FN, HP in O, R, N, P,
i rettangoli AOB, '&RI), AND, APD che si formano dai segamen-
ti delle. corde sono proporzionali ai corrispondenti s:gaml‘.mi,
FO0, HR, FN, HP dei diametyi intercetti fra la curva e le corde
segate . (B)

§. 3. Se nell’ iperbole PNQ ( Pig. 2 ) siano quante corde si
woglia RS, PQ dra di loro parallele esegate da una retta TZ paral-
Jela ad un assintoto dell’ iperliole, le parti TV, TZ della secante
intercette fra la.curva, e le corde segate, sono proporzionali ai
rettangoli RVS, PZQ contenuti dai corrispondenti segamenti del-
1e corde stesse .

Pel centro G ¢ intenda condotto il diametro CN, che tagli
per mezzo col sno prolungamento in G ed X le corde proposte .
Per T sia condotta una retta TO parailela a CN, ¢ prodotta fino
ad incontrare in O 1" iperbole opposta, ¢d in L, K le date corde .
Per N sia condotta fino ad incontrare in M I’ assintoto CM la NM
parallela alle corde stesse . Saranno li i triangoli CNM, TLY,
TKZ. E perché il rettangolo TLO sl rettangolo RLS (c) sta come
il quadrato dalla CN a quello dalla MN, o come quello dalla TL
aquello dalkk LV , sard permutando , e dividendo, il rettangolo
OTL al quadrato dalla TL ceme 1’ eccesso del rettangolo RLS
sopra il quadrato della LV allo stesso quadrato. Per P di
nuove sari il rettangolo OTL all’ eccesso del rettangolo RLS so-
pra il quadrato dalla LV edime 1t quadrato dallaTL a quello dalla
LV, cioé come il quadrato dalla TK a queilo dalla KZ. Ma nella
medesima ragione si dimostra similmente essere il rettangolo
OTK all’ eccesso del rettangolo PKQ soprail guadrato dalla KZ;
dunque il rettangolo OTLal rettangolo OTIC, cio la TL alia TK
sta come I’ eccesso del rettangolo RLS sopra il quadrato dalla
LV all’ eccesso del rettangolo PKQ sopra il quadrate dalla KZ,
ovvero come il rettangolo RVS con insieme il doppio rettangolo

VLG

() Grandi Con. pr. XI e coroll.
4] Apoll. Con, 1ib. I pr. XXIL
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VLG al rettangolo PZQ con insieme il doppio rettangolo ZKX.
Di pib, il doppio rettangolo VLG al doppio rettangolo ZKX
ata come VL a ZK, cioé come TL a TK. Adunque il rettango-
Jo RVS con insieme il doppio rettangolo VLG sta al rettangolo
PZ con insieme il doppio rettangolo ZKX come il doppio ret-
tangolo VLG al doppio rettangolo ZKX,, ¢ quindi come il solo
rettangolo IVS al solo zettangolo PZQ , ciod il primo di questi
rettangoli sta al sccondo come TL a TK o come TVaTZ.

§. 4. Nell’ iperbole PNQ (Fig. 2) siano quante rette si voglia
TZ, 651 parallele ad un assintoto M, segate da una corda PQ in
Zy I, e dai punti Ty A dove le date rette parallele incontrano la
curya, sian condotte parallele all’ altro assintoto CD 1e TB, HA
fino ad incontrare assintoto CM. 1l rettangolo contenuto da una
delle date rette parallele TZ, e dalla corrispondente TB, inter=
cetia fra Ja stessa TZ, ¢ I assintoto CM , sta al rettangolo con-
tenuto da un’altre Ale dalla corrispondente AA intercetta fra
la stessa A e Passintoto CM, come il rettangolo PZQ che si com-
prende dai segamenti della gorda corrispondenti alla prima T1Z
al rettangalo P1Q contenuto dai segamenti corrispondenti alla se-
conda O .

Pongasi condotta per 11a IY parallela all’ assintoto CD fine
ad incontrare in Y I’ assintoto CM, segando in E la curva, ed in
V la TZ . Per V sia condotta la corda RS parallela alla PQ. Saran-
no eguali le AA, Y1, leBY, TV, le AY, AL le TB, YV . In oltre
peressere In CY alla GA come la A& o pure [a 1Y alla EY (d) , sa=
i la GY alla AY come laIY alla El, e percid il rettangolo dalle
€Y , El eguaglierh il rettangolo dalle AY , Y1, cioé quello dalle
Al AL, DL

Similmente si dimostrerd essere il rettangolo dalle CY, EV
eguale a quello dalle BY,, VY, cio a quello dalle TV, TB . Adun-

Tomo XIIL F que

{d) Apell. Lib. TI pr. XIL,
Grandi pr. XL.
Caguoli pr. CVIIL cor. VI.
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que il rettangolo dalle TV, TBal rottangolo dalle AT, AA sta co-
me il rettangolo dalle CY, EV a quello dalle CY , EI, cioé come
1a EV alla EI. Ma il rettangolo dalle TZ, TB a quello dalle TV ,
THsta come TZa TV; dundque il rettangolo dalle TZ, TB a quello
dalle &I, AA sta nella ragione composta dalle ragioni di TZa TV
edi EVad EI.

Ora per e cose dimostrate nel n.” precedente, il rettangolo
PZQ al rettangolo RVS sta come TZ a TV, e il reitangolo RVS al
rettangolo PIQ sta come EVad EI. Adunque il rettangolo: PZQ
al rettangolo PIQ sta nella ragione composta dalle ragioni di TZ
2 TV e di EV ad EI, cio¢ come il rettangolo dalle TZ, TB a quel-
Todalle AT, AA .

§.5. Siano quante ellissi, o iperbole si voglia NH, Fk ( Fig. 3
€ a ), simili, concentriche in €, poste cogli assi omologhi Nn, Ff
nella medesima retta Nn . Se dalle estremita degli assi omologhi
partano altrettante rette fra di loro parallele, Ie quali seghino le
curve corrispondenti in H, &, H', & tutti questi punti d° interse-
zione sono in una medesima retta, che passa pel centro comune G
di tutte le proposte ellissi, o pure iperbole -

Siano soudotte pei punti H, A le Hz, X semiordinate agli
assi rispettivi. Saranno simili i triangoli NHa, FEX.Siano M', N,
'y n' gli assi conjugati delle proposte curve, i quali per ipotesi sa-
ranno in una medesima retta M"N' perpendicolare in G alla Nz .

Poiche il rettangolo Nzn al quadrato dalla He sta come il
quadrato dalla NG a quello dalla CM (§. 1 )s o pure come il qua~
drato dalla FC a quello dalla G’ e quindi come il rettangolo
FXfal quadrato dalla X, sard il rettangolo Nan al rettangolo
FXF come il quadiato dalla Hz al quadrato dalla X, cioé co-
me il quadrato dalla 2N a quello dalla XF. Pereid sard il ret-
tangolo Nan al quadrato dalla Nz come il rettangolo FXf al qua-
drato dalla FX, e quindi la Nz alla zn come la FX alla Xf, e per
conseguenza la meta dell’ eccesso di 2n sopra 4N sta ad aN come
la meta dell” eccesso di Xf sopra XF sta ad XF, ciod Cx sta ad
#N come GX ad XF. Permutando adunque , sta Cx a CX come
xN ad XF, cioé come Hx ad AX, e percid i punti H, i, G sono

in
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in mna medesima retta, nella quale similmente si dimostrera che
debbono giacere i punti H', 4/ che sono negli altyi rami delle elis-
si proposte  Fig: 3), o nelle opposte iperbole (Fig.2).

§. 6. La projezione d’nn” iperbole & un’ iperbole , quella
&’ una parabola & una parabola, quella d*
un cireolo; e Pnriﬁnent‘; quella d’un circolo & un circolo o un’

un’ elisse & un’ elisse o

elisse.
Prescindendo dal caso , in cni sia perpendicolare il piano

della data curva obbjettiva a quello della projezione , nel qual
caso la projezione & una retta linea, egli &evidente che se il pia-
5o della duta curva obbiettiva sia parallelo al piano della proje-
zione) questa & una curva eguale e simile alla obbjettiva propo-
sta. Ota siano scambievolmente fra loro ineclinati i due piani.
i voneepisea quellaretta, nella quale essi piani si tagliano , ed
assumasi come asse delle ascisse comune alla obbiettiva , ed alla
sua pmjezioueA Se intendansi condotte delle ordinate alla ob-
Diettiva, e descritte le corrispondenti loro projezioni, «queste sa-
ranno ordinate dellacurva che e projezione dell’ obbiettiva pro-
posta. Tn oltre tulte le ordinate della obbiettiva alle corrispon=
denti ordinate della projezione ayranno una ragione costante, la
quale dipende dall”angolo & inclinazione che forman fra loro i
due piani. Adunque essendo comune 1’ asse delle ascisse per la
enrva obbiettiva , e per Ta sua projezione, le ordinate della pri-
ma sono proporzionali alle ordinate corrispondenti della secon-
da. Applicato questo principio aciascun caso particolare, 'enun-
ciato teorema diviene evidente .

. 7. Sono tanti circoli, che hanno 1’ asse comune, quelle
sezioni che nascono tagliando con piani fra di loro paralleli un
solido generato per la rotazione d’una sezion conica d’ intorno al
proprio asse, quando questo sia perpendicolare &’ piani secanti +

La proposizione ¢ per se stessa evidente
§. 8. Sono tante elissi tutte fia loro simili quelle sezioni che
nastono tagliando una sferoide con piani fra loro pa lleli, ed ob-
Dligui all’ asse dell’ elisse, per la cul rotazione si genera la sferoi-
F a de,
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de, ed inun medesimo diametro della stessa elissi generatrice
giacciono i centri di tutte le sezioni ( £).

§.9. Sono tante ellissi, tutte simili fra di loro, le sezioni che
naseono tagliando con piani fra lor paralleli una conoide parabo-
lica, o iperholica, purché i piani secanti siano obbliqui all” asse
della stessa conoide, e se questa sia iperbolica, il cono assintoti-
co sia segato tutto dalla medesima parte del vertice, cioé da
quella, dov’ & costituita Ia conoide (g)+

§. 0. Sono tutte parabole di egal parametro guelle sezio=
i che nascono tagliande una conoide parabolica con piani pa-
ralleli ad uno chie passa per I asse della conoide (7).

§. 11. Sono tante iperbole,, tutte simili fra loro quelle sc-
zioni ¢lie naseono tagliando una convide iperbolica con piani pa-
sallehi ad uno, chie passi per un diametro dell'iperbole perlarota
sione della quale si genera la conoide . T eentri poi di tutte le se~
Zioni sono nella medesima retta,incui giace il diametro conjuga-
1o di quello, per cui passa il piano paralleloa tutti i pianisecanti.

§ intenda condotto per Iasse un piano PNQ (Fig. 4)
perpendicolarea tutti § piani secanti. La sezion fatta da questo
piano nella superficie detla conoide sia I iperbole PNQ , e lese-
zioni fatte’ dul piano stesso ne’ piani secanti saranno altret-
tante rette come RAa parallele ad un diametro ;| che suppovie-
mo essere oCO, posto in G il centro dell’ iperbole PNQ. ALY asse
N della medesima 8 intendano condotte perpendicolari le corde
KL, PQ, le quali seghino in M, R la AR, ¢ per esse corde passi-
no altrettanti piani perpendicolari al piano PNQ, e secanti la
conewde .

Le sezioni per KE,PQ sono circoli, ed i loro diametri corvis-
pondenti sono le stesse KL, PQ, le quali divideranno per mezz0
qualungue eorda dei circoli stessi, che sin perpendicolare al pia-

no

{f) Arcliim, de Camoidh ot Sphavoid. pr. XV
() Iv. pr. X1, XIV, XV
(4} Iv. Torelli in Comm. pr. XII




Dzt Sice. Grusne 45

16 PNQ. Orale intersezioni dei piani secanti per KL, PQ, ‘con
qnello per AR , passauo I"una per M, I altra per R, ed ivi sono
Pe.-[_mud'g,olm-] al piano. PNQ . Percid le loro |=arainui intercette
fra le eirconferenze de’ rispettivi cireoli sono divise per mezzo
in M, R. Ma quelle rotte stesse sono doppie ordinate comuni ak-

saiot per KL, P, ed alla sezione per AR: dungue nella AR
& Vasse della sezione futta nella eonoide dal piano secante per Ta
stessa AR, Accadain & Iincontro della AR coll ipevbole oppo~
sta, esard il rettangolo AMa al rettangolo ARa come il rettango-
lo ML al rettangolo PRQ (i), cioé come il quadrato della se-
miordinata in Ma quello della semiordinata in R. Adunque Ja
sezione per AR & un’ iperhiole, e cosi potrd conchindersi d” ogi®
altra sezione ad essa parallela. 17 intereetta poi Aa fra le iper-
bole opposte & I' asse traverso della sezione per AR, ¢ cenducen-
do per Cil diametro conjugato di 0o, considerato guesto come
diametro dell’ iperbole PNQ, quel diametso conjugato, se pro-
lunghisi indefinitamente, dividera pex mezzo la Aa, ¢ cosi pure
ogn’ altra ad essa parallela che sia Vasse d” una sezione para!lela
a quella per Aa. Adunque una medesima retta linea, in cui gia-
ce il diametro conjugato corrispondente al diametro traverso Oo
dell’iperbole PNQ , passa per tutti i centri delle sezioni pa rallele
aquella per Qo e per AR .

Finalmente sia la PQ tagliata in 8 dat prolungamente della
0o Per la testé citata proposizione il rettangolo 0Se al rettam-
golo PSQ sta come il rettangolo ARa al rettangolo PRQ. Quindi
considerate le Oo , Aa come assi delle sezioni fatte nella conoide
dai piani per 08, ed AR, sard il rettangolo OSo al quadratoe del-
Ja semiordinata in 8 come il rettangolo ARa al quadrato della se-
miordinata in R, e per essere iperbole le sezioni per 05, AR, sta
il rbttangolo OSo al quadrate della semiordinatain 8 come il
quadrato della Oo considerata come asse della se ione per 08 al
quadrato del suo asse conjugato. Nella stessa ragione , per leco-

1

{7 Apoll. Con. Tib. 1IL p. XIf.
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se precedentemente dimostrate si prova essere il qnadrato] della
Aa considerata come asse della sezione per AR al quadrato del
suo asse eonjuzato. Adunque le sezioni per 08, AR , ed altie ad
esse parallele hanno gli assi omologhi proporzionali, € pevd quel-
le sezioni sono tutte simili fra loro .

§- 12. Se una conoide iperbolica sia tagliata da piani pa-
raileli ad uno che tocchi il cono assintotico, le sezioni sono tan=
te parabole, i parametri delle quali sono proporzionali alle di-
stanze de’ loro piani da quello che tocca il cono assintotico .

Segando la conoide con un piano per I'asse, e perpendicola-
e ai plani seganti, sia iperbole PNQ (Fig. 2) la sezione che
nasce nella superficie della conoide. Siano le rette CD, CM le se-
zioni che nascono nella superficie del cono assintotico , le quali
per conseguenza saranno assintoti dell’ iperbola PNQ . Le ALTZ
parallele alla GM siano le intersezioni dei piani secanti col pia-
10 PNQ, e la CM sari 1'intersezione del piano stesso col piano
tangente il cono assintotico . Dico primicramentoessére parabols
tatte le sezioni fatte nella conoide dai piani-condotti perle TZ ,
4T, e perpendicolari al piano PN in secondo luogo essere i pa-
rametri di tali sezioni proporzionali alle distanze de” piani stessi
da quello che passa per la M ed ivi tocca il cono assintotico , le
quali distanze eguagliano quelle delle TZ, Al dalla CM .

Lmperciocchi siano le corde RS, PQ perpendicolari all’ asse
dell’iperhole PNO, ¢ per esse passino altrettanti piani perpendi
colari allo stesso PNQ e secanti la conoide. Le RS, PQ saranno
diametri dei circoli che nascono per tali sezioni ; e le corde dei
circoli stessiche passano per V, Z, I e sono perpendicolari al pia-
no PNQ, saranno divise per mezzo nei medesimi punti,e saranno
inoltre doppie ordinate comuni aj eircoli dei diametri SR, PQ ,
ed alle sezioni per AL TZ . Adungue le AL, TZ sono assi delle
corvispondenti sezioni , i vertici delle quali sono /A, T. 8i & poi
dimostrato essere come VZ a TV ; cosi il rettangolo PZQ) al ret-
tangolo RVS, ciot il quadrato della semiordinata in Z a quello
della semiordinata in V. Adunque la sezione per TZ & parabola,

esi-
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¢ similmente si potra dimostrare di qualunque altra sezione pas
yallela a quella per TZ .

Ora pei punti A, T ove le AT, TZ incontrano la curva , sian
condotte le Na , T & normalialla CMina, e &, ele AA, TB pa-
rallele all’ altro assintoto CD'. Sarannole &4 , T4 proporzionali
alle AA, TB, e perd come il rettangolo dalle ALy AA al rettan.
golo dalle TZ, TB, cosi il rettangolo dalle AL, Aa al rettangolo
dalle TZ,; Th. Ma come il rettangolo dalle AL, AA al rettan-
golo dalle TZ, TB, cosi il rett 1golo PIQ al rettangolo PZQ
(§-4) cioé il quadrato della semiordinata in I nella sezione per
Al al quadrato della semiordinata in Z nella sezione per TZ; e
per essere parabole quelle seziani, il quadiato della semiordi-
nata in I nella prima sczione al quadrato della semiordinata
in Z nella seconda sta come il rettangolo dalla Al e dal parame-
tro della prima sezione al rettangolo della TZ e dal parametro
della seconda . Adunque come il rettangolo dalle Al, £ha al ret-
tangolo dalla TZ , T4, cosi il rettangolo dalla AT e dal parame-
tio.della prima sezione al rettangolodalla TZ e dal parametro
della seconda . Laonde si deduce essere i parametri delle sezioni
per TZ, Al proporzionali alle T4, Aa .

§. 13. Se in un piano perpendicolare a quella retta che pas-
sa pei centri di tutte le sezioni ellittiche, le quali nascono nel
modo definito ai §§. 8, g, siano descritte le projezioni delle se-
zioni stesse, quelle projezioni se non siano circoli saranno al-
trettante elissi , concentriche, poste cogli assi omologhi in una
medesima retta , € tutte fra loro simili

Che le projezioni delle ellissi obbiettive siano ellissi ;o cir-
coli , cib apparisce dal § 6. Ora rappresenti GAD (
eurva che nasee nella superficie del solido, tagliato da un piano
GAD per I'asse , e perpendicolave ai piani paralleli che segano
il solido stesso. Siano EF , GH leintersezioni di quel piano coi
piauni secanti il solido, e per conseguenza le EF, GH saranno
assi delle corrispondenti sezioni. I punti I, K siavo-i centri
rispetiivi. Le projezioni di quei centri cadranno tutte nel pun-
4o ; oye la retta che passa per], K incontra il piano di projezio-

1 ne.
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e Rappresenti G quel punto ( Fig. 3. Gli assi prim
elissl obbieteive sono tutti nal piano GAD perpendicala
lo delle projezioni , e percid le projezioni di tutti quegli assi ca
dono nella medesima retta ove il piano GAD tugi[a quelio delle
projesioni - Rappresonti Nn quella rotta (Fig. 3) . Gli assi conju-
gati corrispondenti agli EF, GH sono pecpendicolari, I' uno in [,
Taltioin K al piano GAD, d ivi divisi per mezzol, Adun-
que sono essi pure costituiti tutti in un medesimo piano che
passa per laIK , ¢ percio nella retta ove il piano che li con-
tiene sega il piano delle projezioni, cadranno tutte le proje-
zioni de” medesimi assi conjugati. Rappresenti M'N' cotal retta
che passerd: per G (Fig. 3) . Pexché poi il pizno delle projezioni &
perpendicolare tante al piane degli assi, quanto a quello de’con~
jugati, e questi due piani sene pure tra loro scambievolmente
perpendicolari , le rette N, M'N' si taghieranso ad angeli retti
in . B finalmente manifesto che le projezioni degli assi prima-
1ii EF, GH (Fig.1) le quali possono essere rapprescntate dalle Ff,
Nn (Fig. 3) sono assi delle elissi Fm/f, N M'n, che rappresentano
leprojezioni delle sezioni per EF, GH: insecondo luogo le Ff, Mn
(Fig. 3) sono evidentemente proporzionali alle EF, GH (Fig. 1),
mentre le projezioni delle ordinate agli assi nelle elissi obbiettive
sono parallele ed eguali alle comispondenti ordinate medesi
Par tanto s MN', ' (Fig. 3 rappresenting gli assi conjugati
degli Nr Ff, savanno M'N', m'n’ vispettivameite eguali agli assi
conjugati delle elissi obbiettive , delle quali gli assi primarii so-
no projettati negli N, Ff, ed cguagliano le GH,EF (Fig. 1) .
Adunque cssendo come GH ad EF, cosi I’ asse conjugatonelia se-
zione per GH all’ asse conjugato nella sezione per EF, e parimen-
ti essendo come GH ad EF cosi No ad Ef. sari pure Nz ad Ff co-
me M'N' ad m' 'y e quindi saranno simili le elissi Fra'f, NM'n ,
e similmente dimostrar si potrd di altre sezioni parallele alle pri-
me fatte per EF, GH .
§. 14. Se le sezioniconsiderate nel caso precedente siano
in vece altrettante iperbole secondo cio che si propone al §. 11,
si potrd dimostrare che le projezioni sono iperbole , simili , con-
cen-
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contriche , poste cogli assi omologhi nella medesima retta ; senz®
altyi cangiomenti nella precedente dimostiazione se non che so-
stituire 1a Fig. 2 alla Fig. 3 , e porre il piano di proje ione pers
pendicolare a quella retta che passa pei eentri ditutte le sezioni
iperboliche nate nel modo definitoal §.11 -

Le loro projezioni saranno yappresentate dalle iperbole NH,
Fhy delle quali gli assi rispettivi saranno Nz, Ff', i conjugati
corrispondenti M'N', m'n', ed il centro comune G (Fig. 2).

€.15. Sela superficie d' un solido generato per la rotazione
& una sezion conica d” intorno al proprio asse , sia segata da nna
superficie cilindrica , la quale abbia per haze il perimetro della
stessa sezion conica generatrice del solido; I”intersezione delle
due superficie sord una sezion conica della medesima specie chie
1a generatrice del solido .

Rappresenti GAD ( Fig. 1} Ia sezion conica generat ice del
solido ; ed il suo perimetro sia base d’una superficie cilindrica
secante quella del solido stesso . Per una retta parallela alla ge-

 della superficie cilindrica ¢ intenda passare un piano
perpendicolare al piano CAD , e paralleli a quel piano siauo
quanti altri si voglia secauti ad un tempo la supetficie cilind
ca , ¢ quella del solido. Le sezioni fatte nella prima saranno al-
trettante rette fra di foro parallele , e le sezioni fatte nella se-
conda saranno curve , ellittiche , paraboliche, iperlioliche , se-
condo la natura del solido sezato , e la posizione dei piani secan-
ti . I punti ne’ qua reontrano le rette che nascono per le se-
zioni della superficie cilindricn, e le curve che nascono per le
zioni della superficie del solido , appartengono tutti alla comune
intersezione delle due superficie cssendo punti comuni all’ una,
ed all’ altra delle superficie medesime .

. 16. Ora ponghiamo in primo luogoche le ioni fatte
nella superficie del solido siano altrettante ellissi, ed in tal caso
le interseziont deéi piani secanti col piano GAD (Tig. 1) siano le
EF; GH parallele fra loro e terminate alla corva in E, F, G, H,
Le relte stesse saranno assi delle mentovate sezioni , ed fi loro
estremi ne rappresenteranno i vertici . Le rette nelle quali i pia-

Tomo XIII G ni
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i secanti tagliano la superficie cilindrica passeranno pei punti
E,F, G, H. Sia IK il diametro delle EF , GH considerate’ co-
me doppie ordinate della curva CAD , e sopra di un piano per-
pendicolare alla IK si concepiscano descritte le projezioni dicuel-
le rette nelle quali la superficie cilindrica & segata dai supposti
piani , e le projezioni delle sezioni elittiche ﬁ[[e nel solido dai
piani medesimi . Tali projezioni saranno nel caso considerato al
§.5. Quelle delle sezioni elittiche potranno essere rappresentate
dalle ellissi (Fig. 3) NM'n, Frz/f e quelle delle sezioni rettilinee
posson essere fapprescutate dalle NH, T tra loro parallele . Quin=
dii panti H, % d’intersezione tra le rette stesse ed i corrispon-
denti perimetri elittici saranno projezioni d” altrettanti punti
che spettano all’intersezione della superficie cilindrica con quel-
Ja del proposto solido ; ma i punti H, # giacciono in una mede-
sima retta che passa le céntro G : dunque i pum: obbiettivi ad
essi corrispondenti giaceiono in un medesimo piano eretto per la
GH perpendicolare al piano di proj

Similmente si dimostrera che la projczmne di gqualunque
altro punto comune alle due proposte superficie giace nella me-
desima retta HG o nel suo prolungamento. Adungue tutta Iinter-

sezicne delle due superficie praposte giace in un piano perpendi-
colare al piano NM'r e condotto per la retta HG.
Laonde nel caso pr nte iderato 1

ne
delle due superficie ¢ una sezione piana fatta nella superficie
posto solido per un diametro della sua curva generatrices

6. 17. E manifesto che se la retta generatrice della snper
cie cilindrica sia perpendicolare al piano della curva che genera
icie del proposto solido in quella curva stessa le due su-
: invece di tagliarsi saranno scambievelmente a contatto .
§ 18, E del pari evidente che tutte le cose dimostrate sup-
ponendo ellittiche le sezioni del solidodai ‘piani per EF , GH
, convengon pure al caso in cui le stesse BF, GH siano per-
yendwcal.n i all’ asse della curva GAD , e quindi e sezioni siauo

circolari .

§-19. Rimangono da considerare i casi , ne’ quali le sezioni

fat-
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fatte nel solido comesi preserive dal §. 15 riescano. paraboliche
oyvero iperboliche » L'nno e I altro dei due casi pud intervenis
re segando Ja conoide iperbolica . Al secondo di questi casi si ap-
plica evidentemente tutto cid.che {u detto nel §. 16 , sol che ri=
feriscasi quel discorso alla Fig. 2, considerando le iperbole NH,
Fh, invece delle ellissi indicate dalle medesime lettere nella
Fig. 3.

§.20. Che se nella conoide iperbolica le mentovate sezioni
riescano parabole, i parametri di esse sono dimostrati proporzio=
nali alle distanze dei piani delle sezioni dal piano ad esse paral:
lelo , tangente il cono assintotico .

Rapprescnti la Fig. a tutio ¢id che fu indicato nel §. 12,
e si concepiscano inoltrs le rette , nelle quali i piani secanti per
TZ , Al tagliano Ja proposta superficie cilindrica . Queste retto
passano per A, Led incontrano, in altri punti diversi dai punti
AT i perimetri delle corrispondenti sezioni fatte nella super-
ficie del solido dni piani per Al, TZ . Ponghiamo che da quei
punti dove le sezioni rettilinee della superficie cilindrica incon=
trano le sezioni paraboliche della super ficie conoidale siano con=
dotte le semiordinate agli assi corrispondenti AL, TZ delle se-
zioni stesse , e I’ ordinata nella sezione per TZ incontri il suo as~
se in V , quella della sezione per AT incontri il suo asse in I . E
manifesto che essendo parallele fia loro le sezioni ettilinee fat-
te nella superficie cilindrica , riesciranno proporzionali le semi-
ordinate in T e V alle corrispondenti ascisse O TV

& immagini ora un piano perpendicolare all’ asintoto CM ,
e sopra quel piano siano descritte le projezioni delle seziol
raboliche fatte nella superficie della conoide, & delle sezio
tilinee fatte nella superficie cilindrica . I piani che contengono
tutti paralleli ad uno che passa per la CM,
di projezione , saranno tutti
e percio le pmjuziuuldclle

queste sezioni essendo
e questa perpendicolare al piano
normali a guesto piano medesimo ,
sezioni paraboliche, e delle cilindriche saranno in quelle_re%‘lﬂ
medesime nelle quali i piani delle dette sezioniincontran® il pia~
no delle loro projezioni . Siano queste rette rapprcwutatr;:l;lle
e
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T'X, &Y, (Fig.5) le quali esser debbono fra di loro paral-
lele .

Perché il piano PNQ ( Fig. 2 ) & perpendicolare a quello c'ha
tocca in GM il cono assintotico, sard mormale ancora a tuttil
piani delle sezioni per TZ, AL Il piane poi delle projezioni &
normale tanto al piano PNQ quanto ai pisni delle sezioni: dun-
qne |” intersezione del piano PNQ col piano delle projezioni sara
perpendicolare alle projezioni stesse TX, A'Y (Fig. 5), e passera
per la projezione di CM cioé per quel punto dove la stessa GM
incontra il piane delle projezioni. Sia quel punto rappresentato
in ' (Fig. 5) e laretta C'T'(Y rappresenti Iintersezione del pia-
no PN con quello delle projezioni .

Cid posto sard T' (Fiz. 5) Ta projezione della retta TZ (Fig. 2)
che & I’ asse della sezione per TZ , e similmente & sara proje-
gione della OF (Fig. 2) che & I asse della sezione per AL, quindi
€T egnaglierd Th e C'A! eguaglierd Aa (Fig. a) .

almente delle ordinate agliassi 17, Al nelle sezioni cor-
sispondenti (Fig.2) avendo ciascheduna tutti i sioi pnnti equi-
distanti dal pianodelle projezioni, ed essendodivisa per mezzodal
piano PNQ, le lora projezioni saranno ad esse uguali, ¢ divise per
mezzo dalla retta G'I'A". Percio se T'X, 'Y rappresentine le pro-
jezioni delle semiordinatein Ved I (Fig. 2), sard T'X egnale al-
Ja stessa semiordinata in ¥, ¢ A'Y eguale alla semiordinata in I

Pertanto (Fig. 2) il quadrato della semiordina I'nella
sezione per Al al guadrato della semiordinata in V nella sezione
per TZ sta come il rettangolo dall’ ascissa Al e dal parametro
della prima sezione al rettangolo dalla asecissa TV e dal parame-
tro della seconda sezione. Ma si ¢ veduto cssere la semiordinata
in Lalla semiordigata in V come T ascissa 21 all” ase TV .
Dungue il quadrato dalla ascissa Al a quello dalla ascissa TV sta
come il quadrato dalla semiordinata in Lal quadrato dalla semi-
ordinata in V', cioé come il rettangolo dalla A1 ¢ dal parametr.o
della prima sezione , al rettangolo dalla TV ¢ dalparametro della
seconda. Adunque sard Al a TV come il parametro della sezio-
ne per Al al parametro della sezione per 1V, cioé come &a a Té.

Ma
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Ma come ATa TV, cosi la semiondinata in [alla semiordinatain
¥ : dunque sard quellaa guesta come AaaTh.
I 5 si conchindera essere A'Y a T'X co~
2 1'C 5 e quindiipunti ¥, X, G essere in unam
¢ rettal GY . 1punti poi Y 5 X sona projezioni di punti
comuni alle due superficie proposte., percid questi esistono inun
piano eretto per la GY perpendicolare al piano di projezione. In
sinil giisa £i potra dimostrare che qualsivaglia altro punto comu-
ne alle due proposte superficie ha lasua projezione nella medesi-
Y prolungata indefinitamente, o per conseguenza I'in-
tersezione delle due superficie sard tuttain un medesimo piano
to per la GY perpendicolare al piano di. projezione .
Taorde se nella conoide iperbolica le sezioni fatte come si
preserive dal §. 15 vipseano ipe bole, 1" intersezione tra la super-
icie cilindrica, e quella della conoide sara nna sezion piana fatta
nella superlicie del sol meto conjugatodella sna ipei-
bole generatrice (§. 19) « Se poi le sezioni riescano | rabole , I"in~
tersezione sopraceennata é pure und.sezion pia anella super-
ficie della conoide perun assintoto della sua iperbole generatrice.»
§. 21 Nella conoide paralolica ls sezioni fatte seco dail§. 15
possono essere o circolavi, o elittiehe, 0 para boliche - Ai primi due
casi [u data la couveniente dimostrazionenei §§. 16, 185 quanto
all' ultimo, rappresenti GAD ( Fig 1 ) una sezion piana per I
se delly convide , € pereid GAD sard la stessa parabola gener
ce della conoide . Le FN, HP, diametri della carva st
presentino Je intersezioni del piano GHD coi piani se
conoide, e la superficie cilindrica . Le sezioni d
Jindrica prssano pei punti 11, ed T e vanno ad incontrare le cor-
sispondenti sezioni della superficie conoidale in punti diversi da-
gli H, F.. Da quei punti & incontro si coucepiscano condotte le
niordinate agli assi IN , HP, e pongasi che la semiordinata
nella sezione pe r NE incontri il suo asse NF in N, e la semiordi-
nata nel'a sezione per HP incontri il suo asse He in Q. Conun

ragionamento simile o quello che fu adoperato nel §. precedente

si g lungeri a conchindere che la semiordinata in N allas
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dinata in Q sta come il pavametro della sozione per NF a quello
dellu sezione per HP . Ma questi parametri sono eguali : dunque
eguali pur sono quelle semiordinate, e da cio si deduce che i p
ti comuni alle dug proposte superficie sono tutti egualmente di
stanti dal piano GHD , e percio la intersezione delle medesime,
giace in un piano parallelo ad un piano CHD che passa per I’ as-
se della conoide .

§. 23, Raccogliendo ora cid che fu dimostrato, si conchiu-
de dai §§. 16, 17, ar, che I’ intersezione tra la superficie d’una
conoide parabolica , ed una superficie cilindrica , della quale sia
bage la parabola generatrice della superficie conoidale & sempre
una parabola il cui parametro eguaglia quello della stessa genera-
trice , ed il cui piano & parallelo ad uno <che passa per I’ asse della
conoide . Dai §§. 16 , 17 apparisce che I'intersezione tra la super-
ficie 4’ una sferoide , ed una superficie cilindrica , di cni sia base
T ellisse generatrice della superficie sferoidale & sempre un’ ellis-
se concentrica alla stessa generatrice . Le citate dimostrazioni so-
no pure applicabili al caso in cui sia sostituita una sfera alla con-
siderata sferoide , ed & facile vedere che la mentovata intersezio-
ne & un circolo massimo della supposta sfera .

Finalmente dai §§. 16, 19, 20 & manifesto che I’ intersezio-
ne tra la superficie d” una conoide iperbolica con una superficie
cilindrica della quale sia base I iperbole generatrice della super-
ficie conoidale & sempre un’ iperbole concentrica alla stessa ge-
neratrice .

PARTE IL

§. 23. Dato un emisferio concavo di cui sia projezione ver-
ticale il circolo AMN e projezione orizzontale il semicircolo pgr
posto col suo diametro pr parallelo alla comune sezione XZ dei
due piani coordinati , rappresentare il contorno dell” ombra che
si produce nella superficie concava dell” emisferio supposto illu-
minato da’ raggi paralleli ad una retta , le cui projezioni siano
XY, XV,

Pel
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Pel centro C del circolo AMN si conduca un diametro AB
parallelo alla XY ed un altro MN perpendicolare al primo. Pel
punto A calata una perpendicolare alla comune sezione XZ in d
ed alla prin a, si tiri ab parallela ad XV ; e si produca ad incon-
trave in &'la XZ . 8 innalzi perpendicolare alla XZ la 4G , che
incontri in G la AD, prolungata se fa d’ uopo., Pongasi GD per-
pendicolare ad AB ed eguale alla ad, e si tiri AD che seghevi in
un punto K la circonferenza AMX . Per K si conduca KO perpen-
dicolare ad AB in O, e descrivasi la semiellisse MON col semias-
se pri o CM e col secondario CO. Sard la curva MON proje~
zione del contorno dell’ ombra .

Poiché il contorno dell” ombra & nella semiperiferia 4’ un
circolo massimo, del quale MN & un diametro (§. 22) la sua proje-
zione verticale sard nel semiperimetro d>un’ellisse (§. 6) che pas-
sa per M, N, ed ha il centro in C. Adunque MN sard il massimo
suo diametro , cioé I'asse, e per consegnenza I asse secondario
si troverd nella AB . Ora si concepisca per O condotta una retta
perpendicolare al piano verticale di projezione , e prodotra ad in-
contrare la superficie dell” emjsferio . La porzione di essa retta
che giace tra la base,, e la superficie dell’ emisferio , sard manife-
stamente eguale alla KO .

S” immagini un’ altra retta Ia quale congiunga quel punto

antro col punto dell orlo emisferieo che corrisponde alle

oni A, a. Questa reita sar un piane che passa per AB

ed & perpendicolare al piano verticale di projezione . In olire la

ica un angolo

d’ inclinazione egnale all” angolo BAD nel punto corrispondente

alle projezioni A, a. Ma tale & pur Fangolo d’inclinazione clie for-

ma col piano stesso ed in quel punto medesimo il raggio projet~

tatonelle AB, e (). Dunque tal raggio coincide con quella ret-

ta , ed il punto dov’ esso incontra la superficie emisferica & pro-

jettato in O, e quindi per O passerd la projezione del contorno
dell”

(p) La Croix . Essais gur los plans . §, 1.
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dell” ombra . Adunque CO said un semidiametro, ¢ per essere
normale all’ nsse MN sard il semiasse secondario dell’ ellisse cer-

cata .

§ a4 B manifesto che se ciascuna delle rette XY , XV for-
mi colla XZ angolo semirctto, come pex I ordinario si suppone
dagli Artisti, allera per ottencr 1" angolo BAD basterd porre
scambievolmente normali, e fra loro eguali due rette am, mr, ti-
yata ln nr condurre ad essa perpendicolare in r la ¢r & farla egna-
le alla mr,, indi tirare at che fara 1'angolo mé eguale al cer-

cato -

§. 25. Tnnanzi di passare ad altro, torna in acconcio consides
rare due risoluzioni diverse del medesima problema ; le quali so-
no comunemente adottate come geometriche dagli Artisti .

In esse le projezioni de’ ragsi si pongono nell’ inclinazione
precedentemente indicata (§- 24) per sispetto alla comune sezio~
ne XZ.

§. 6. Risol. 1. Poste le projezioni dell’ emisferio come su-
periormente ( Fig. 7) siano AB, ag le projezioni di un raggio che
passa per un punto della circonferenza, la quale costituisce l'orlo
dell” emisferio.

Dal punto g dove la ag incontra la circonforenza pgr s ins
nalei una perpendicolare alla XZ che incontri in O la AB e per
O condueasi paratlela alla XZ la 101 che incontri in 1'la circon=
forenza AMBN. Per 16" intenda calata la 12 normale ad 3
prodotia a segare in 3 la or. Col centro ¢ & col semidiametro ¢ 3
si deseriva una circonferenza che seghiin z la a . e da u <i in-
nalzi una perpendicolare ad XZ , e si producaa segare ln AB in
K si afferma essere K un punto del cercato contorno , e lo stesso
metodo vieue preseritto per determinare qualunque aliro punto
del contorno stesso (= Legons elementaires des ombres = par M.
‘De la Gardette . Paris 1797 - = Regole del chiaro-scuro: di Car-
Jo Amati . Milano 18e2 ).

§. 27. K facile discoprire come le parti della esposta costru-
zione si contradicono a vicenda nel loro significato . Diffatti as-
sumendo per la costruzione medesima che il punto z sia proje=

Z10=




TRAMONTINT. 5z
ente nella Supvrﬁ('ie emisferi=
onferenza

Der Src. Caus
d’ un punto esi
cay ne segue ch’esso punto si trovel e
circalare L]\c & nella stessa superficie em ica, ha il suo piano
orizzontale, ed il suo diametro sorda 11 del circolo
AMBN . Ora nel dato emisferio due sole semicirconferenze e
stono in tali condizioni, ed una di esse & projettata verticalmen-
te nella corda Tt , I’ altra in un’altra corda egnale e paralle-
la alla [r e posta dall’altra parte del ccutml& Adunque la
projezione verticale di quel Inu;md:c vuole projettato otiz-
zontalmente in « deve ritrovarsi in una delle mentovate corde .
Mac oppone appunto all’ ultima parte della éostruzione ,
ove si assegna il punto K come projezione verticale corrisponden-
te all’ ovizzontale z: dungue la ostruzione & contradittoria .

. 8. Risol. 2. 81 conduca il diametro MN perpendicolare
alla AB, ¢ l'altro A'B' ad essa parallelo . Intendasi eretta una ZR
normale ad X7 e condotta parallela alla stessa X ta CP che
incontriin P I.: ZR. Col centro P ¢ col semidiametro PR eguale
a CM side: a una semiciveonferenza RTS . Conducasi nna ret-
ta A'I parallela a CP e pel punto E dove incontra ZR si condu-

4 in una semic

ca BL che formi con ZR I angolo ZEL semiretto e seghi in L la
semicirconferenza RLS . Siconduca per L una retta LY paralle-

V il punto
auio
1ze

In ad XZ cheincontriin V. la A'D'; si conclude essere
ne del cercato contorno incontra la A'B' ( Say
one dell’ ombre. ¥

lll}\u la proje
sarico=pratico intorno alla decerming
1805).

§. 20. Per dimostrare che cid non sussiste,, concepiscasi un
dotto per A'B' perpendicolare
ed al piano verticale di projezione . Se quel
A'B! segl ca nasce una ser
circolare , il cui semidiametro & uguale ¢ pa
punto poi dove quella ¢ i o rap-
presentato dalla pro B' ¢ un punm del comtorno ,
del quale si yuol deserivere la projezione . Ora s’
dotto per RZ un piano perpendicolare alla X
concepiscansi deseritte le projeziomi della semicirconfercnza che

Tomo XIIT, H na-

a base dell’ emisferi

piana co

10 condotto per
circonferenza

lelo a CA', 11

2 superficic emi

mmag 1

L, e sopra di esso
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nasce tagliando 1* emisferio col piano supposto per A'B', e del
raggio projettato nella stessa A'B' . I manifesto che la projezio-
ne del raggio sard una retta come EL la qual forma in E colla
ZR un angolo semiretto, e la projezione della semicirconferen-
za sard il semiperimetro d’ un’ ellisse come ETS', dicui PT & il
semiassa maggiore , e PE il minore. Il punto G, dove supporre-
mo tagliarsi il perimetro ellittico e la retta EL, rappresenterd la
projezione di quel punto ove s’ incontrano la semicirconferenza
projettata in ETS), ed il raggio projettato in EL-. Ma il punto G
sard sempre piu distante dalla retta XZ che il ponto Li: danque
ancora la projezione verticale del punto ove la superficie emisfe-
rica & incontrata dal raggio la cui projezione & A'B’ dev’ essere
pitt distante dalla XZ di quello che 1l punto V', e percid Vi non
puot’ essere-nella projezione del contorno dell’ ombra .

§. 3e. Per trovare altri punti della projezione cercata se=
condo I’ insegnamento del citato opuscolo, si fa C4 eguale a GV,
ed eretta AT normale ad MN sicehé incontri in T la circonferen-
za AMNA si prende I arco 7 eguale all” arco A'T, e per x si
conduce tina normale 7¢ad MN . Presa Aw egualoa A si affer-
ma esser w un punto spettante alla projezione del contorno dell”
ombra , ¢ similmente si determinano altri punti successivi .

Se tutto cid potesse sussistere converrebbe che le CV, Aw
fossero semiordinate d” un’ ellisse ; il cui semiasse primario sia
CM, ed il secondavio CV (§. 27) » ponendo la determinazione di
CV esente dal difetto superiormente dimostrato . Cio posto ne se-
guivebbe la proporzione A'C :TA:: GV : Aw, e quindi no-
minato p I arco A'T, ed r il semidiametro A'C ne viene
7:c0s.p7 1 sen.p: sen.2p — sen.p, d’onde , sostituito il valore di
sen. spespresso da 2 sen.pcos.p, e fatto =1 si ottiene I equazio-
ne sen.p= sen.pcos.p, tisultato impossibile se I"arco AT non &
nullo .

§. 3r. (Fig. 8) Data un® emisferoide concava, di cui sia
projezione verticale I ellisse AMBN , & projezione orizzontale il
semicircolo pgr. posto col suo diametro pr parallelo alla XZ; rap-
presentare il contorno dell’ ombra che si produce nella concava
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superficie della emisferoide supposta illuminata da ragsi tutti
fira di loro paralleli 5 d° uno de’ quali sian date le projezior

Pel centro C della data ellisse AMBN si condnea un diametro
AB parallelo alla projezion verticale del dato raggio. Dal punto A
si cali una perpendicolare alla XZ prodncendola ad incontrare in
ala pr, e per a si conduca una retta ag parallela alla projezione
orizzontale del raggio dato. Saranno AB, ag projezioni d’ un rag-
gio che passa per un punto dell’ orlo defla data emisferoide, e le
projezioni di tal punto sono A, 2. 8i tonduca il diametro MN
conjugato di AB ¢ il diametro GD parallelo ad XZ . Si faccia I'an-
golo BAK eguale all’ angolo d” inclinazione che forma col piano
verticale il raggio projetiato nelle AB, ag (§:23), ¢ trovisi il pun-
to K, dove AK incontra il perimetro d’ un’ ellisse della quale AB
sia I'asse primario, € GD egualeal secondario . Per K si conduca
la retta KO perpendicolare in O alla AB, e si descriva la semiel-
lisse MON , della gquale MG sia unsemidiametro, e GO sia il suo
conjugato. La curva ellittica MON rappresentera il cercato con-
torno .

1l contorno dell'ombra & nel semiperimetro d* un’ellisse con-
centricd alla generatrice della sfevaide (§ 22) . La sua projezio-
ne esser deve un semiperimetro ellitico (§.6), che passa per M, N;
hail centro in G;ed & contenuto nell ellisse AMBN. Adunque
I ellisse cercata, e la AMBN hanno comune il diametro MN e le
tangenti in M, N; quindi il diametro conjugato di MN nella el-
lisse cercata sulla AB. Ora in modo simile a quello che fu
adoperato nel §. 23 si dimostrera essere in O na estremo del dia-
metro conjugato ad MN nell’ ellisse cercata. Adungue il semipe-
rimetro ellittico MON & quello che si cerea «

§.32.(Fig. 9, 10, 11). Data un’emiconoide concava iperboli-
ca, di eui sia projezione verticale Iiperbole GAL, e projezione
orizzontale il semicerchio pgr posto col diametro pr parallelo al-
1aXZ; rappresentare il contorno dell’ ombra che si produce nella
concava superficie della data emiconoide supposta illuminaia da
raggi, tutti fra diloro paralleli, d’uno dei quali siano date le pro-

Ha je-




be Ppropruema Grarrco

jezioni AB, aQ, ed i punti A & siane in una medesimd perpendis
colare alla XZ .

Caso 1.° Abbia la AB (Fig. 9) ambi i suoi termini nella eur-
va GAI.

8i divida per mezzo in Dla AB e pel centro dell’iperbole
GAI, che pongasi esser in G si tiri la yetta GDN , la quale incon-
triin N la XZ. Si costruisca I'angolo BAK egnale all’ angolo d”
inclinazione che forma col piano verticale il raggio projettato
nelle AB; ag, e si trovi il punta K dove la AK taglia il perimetro
& un’ elisse , della quale AD sia un semiasse , ed il semiconjugato
eguagli la media proporzionale fra i due i GD, DI della
Gl parallela alla XZ , e terminata da ambe le parti nella curva
GAL Sia condotta KO perpendicolare in O alla AB, & pei punti
0, N si tirino due perpendicolari alla XZ e producansi fin che in-
contring la pry la prima in o, laseconda in n. Sulla prima inoltre
si pigliok eguale ad OK e si tirino le ¢k, CO. Dal punto E dove
CO incontrerd X7 si conduca perpendicolare a questa una retta
che tagli inelack , e sia condotta la retta nef terminata in falla
circonferenza pgr. Si faccia of perpendicolare in Zalia nf , ¢ nella
cp si piglier egnale a e, Pei punti 1, Zsi conducanc due rette
perpendicolariad XZ in aed L .

8i deserivano le rette 2G, LG, ¢ pel punto 3 dove la oC {a-
glia la curva GAI si conduca parallelaalla XZ la 3¥ che incontri
i ¥ Ja LG , e per fsi conduca unha perpendicolare in I alla XZ .+

Se descrivasi una curva iperholica MVOF , nella quale CV
sia semidiametro traverso, VL I aseissa in esso corrispondente all®
ordinata LE; laeurva MVOF sard proj 1e verticale del cerca-
to contorno .

La dimostrazione per provare che il punto O & projezione ver-

ticale d’un punte del cercato contorno & simile alla gid esposta

nel §. 23, Adunque essendo il contorno stesso nel perimetro d'nn’

iperbole (§. 02 ) che hail'sno centro projettato verticalmente in

3y edun punto pure verticalmente projettato in Oy sard la pro-

jezione verticale di tal contorno un® iperbole, clie ha il centro in

G e passa per O (§. 6) - In oltre il punto che & projettato verti
cal-
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calmente in O ayrd la sua projezione orizzontale nella ‘ok; o la
retta che da quel punto cade perpendicolare sul piano dell’ ipers
bole , In quale costituisee I’ orlo della data e niconoide., M\n-’ha.
la O% , ciot la of . Adunque il punto £ & proj
di quello che verticalmente é projettato in O o giace nel contor
no dell’ ombra. Ma il piano dell” iperbole che forma col sio peri-
metro il contorno predetto, passa per la retta, di cai sono |7FU}E‘P
zionile CN, en (§. 19). e pel punto di cui sono projezioni i pun-
110, £ :dungque passa ancora per la retta projettata nells GO, ck,

€ pereid sega il piano orizzontale nella retta nef, essendo i punti
7, 2, quelli dove le rette che sono projettate nelle en, ¢k, GN, GO
incontrano il piano stesso orizzontale (y).

Per tanto se immagineremo passare per l'asse della data emi-
conoide un piano che sia perpendicolare al piano ove giace
contorno dell’ ombra, quel piano per I asse defla conoide passe=
i percl, e la stessa ol sard projezione orizzontale dell” asse di
quell’ iperbole il perimetio della quale costituisce il d
torno. Dunque ‘nella vetta CL sard la projezione vert
asse medesimo, e quindi sard nella LL un diametro deil’ iperbole
il cui perimetro & projezione verticale del contorno predetto . In
oltre la FL & projezione verticale della 7 e la FL ¢.la metd di
quella retta che sarebbe projezion verticale della doppia f2, la
quale & manifestamente ordinata all’ asse del SUpposto contol
percio la retta CLidivide per mezzoin L la projezione della dup-
pia f4, e parimenti le projezioni di tntte le ordinate all’ asse del
contorno : quindi LF & semiordinate al diametro CL di quell”
iperbole o’ & projezioiie verticale del contorno delPombra. Ora
se in quel piano che passa per Passe della data emicouoide, e per
¢l concepiscansi descritte Je sue intersezioni colla superficie della
stessa emiconoide e col piano del contorno supposto & chiaro che
la prima savk una curva eguale e similealla G Al e la secondaé v~
na retta posta nella sezione dell’emiconoide come la 2 3 ¢ & posta

nel-
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nella GAL . Adungue 1'asse del supposto contorno & segato dalla
superficie della data emiconoide in un punto che ¢ distante dal
piano orizzontale , quanto il punto 3 & distante dalla XZ, e per=
cid quel punto che sard vertice dell’ asse del contorno suppo-
sto deve avere la sua projezione verticale nella retta 3V paral-
Jela alla XZ ; ma deve pure averla nellaretta CL; dungue sari
in V. Per la qual cosa la projezione del cercato contorno é un’
iperbole della quale un semidiametro traverso & GV, ed inesso
all’ ascissa VL corrisponde la semiordinata LF. Ma tale & I iper-
bole MVOF: adungne essa & projezione del cercato contorno , ¢
percio lo rappresenta .

§. 33. Casa 2. Sela AB (Fig. 10) riesca parallela ad un as-
sintoto CN dell’ iperhole AGI, si prolunghi ON fino a segare in
N la XZ , ed a questa si conduca per N una perpendicolare , la
quale ineontri in » la pr. 8i trovi il punto K dove AK incontra
il perimetro d’ una parabola di cui I asse & AB, ed in esso all’
ascissa AD corrisponde una semiordinata eguale alla media pro-
porzionale tra i segamenti G1), DI della GI, e si tiri la KO per-
pendicolare in O alla AB. Continuando la costruzione come la
precedente si desoriva I'iperbole FVS, della quale CV sia un se-
midiametro traverso, ed in esso all’ ascissa LV corrisponda la se-
miordinata LF, o L8, e sard FVS la projezione verticale del cer-
cato contorno .

Nel §. r2. & dimostrata la ragione per cui nel snpposto ca
so deve costruirsi sulla AD come asse una parabola, anzi che un’
ellisse come si fecedi sopra§. 3a. B pur dimostrato nel luogo
medesimo che il piano dell” iperbole il cui perimetro costituisce
il contorno cercato passa perun assintoto dell’ iperbole, il peri-
metro della quale forma I orlo dell emiconoide data. E poi ma-
nifesto che le CN en sono projezioni di quell’ assintoto , essendo
AB projezione dell” asse della sezione paraboli Dunque il pia-~
nodel cercato contorno sega il piano orizzontale in una retta che
passa per z, dove il piano stesso orizzontale & incontrato da
quella retta che ha per sue projezioni le CN, ¢n . La dimostrazio-
ne prosiegue come nell” articolo precedente .

S 34,
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§. 34. Caso 3.% Che se finalmente la AB (Fig. 11) passi' pel
centro C dell’ iperbole GAIL ; all’iperbole stessa conducasi la tan-
geate in A e per G si parallela a quella tangente la CN che
incontriin N la XZ, e per N si conduca ad X% una normale; che
tagli in »la pr. Sitrovi il punto K dove AK incontra il perime-
tro d’un’ iperbole , della quale CA & un semidiametro traverso,
ed in esso all’ascissa AD corrisponde una semiordinata eguale al-
la media proporzionale tra i segamenti GD, Dl della GI e si com~
pia la costruzioue come fu esposto pegli altri due casi -

Riferendo a questo caso ¢id che fu indicato nel §. 19, appa-
ird che il piano del cercato contorno deve passare per quella
retta, la quale orizzontalmente & projettata in en, ¢ verticalmen-
te dev’ essere projettata nella retta in cui giace il diametro cone
jugato di GA, e quindi nella CN. Percié il piano del contorno
seghe) piano orizzontale in una retta che passe pern dove il
piano stesso orizzontale & incontrato da quella retta, la quale ha
le sue projezioni CN, cn .

E pur dimostrata nel §. 11 Ia ragione per cui si debba de=
scrivere un’ iperbolesulla AB come diametro traverso , anzi che
un’ ellisse come nel §. 32, o una parabola come nel precedente .
11 rimanente della dimostrazione & lostesso che pel Caso 1.*

§- 35. Dataun’ emiconoide concava parabolica di cui sia
projesione verticale, la parabola GAB ( Fig. 12,13); e projezio
ne orizzontale il semicircolo pgr posto col dinmetro pr parallelo
ad XZ, rappresentare il contorno dell’ombra che si produce nella
concava superficie della data emiconoide, supposta illuminata da”
raggi fra di loro paralleli, uno de’ quali sia projettato nelle AB,
@ g. ¢ siano i punti A @ nella medesima perpendicolare ad XZ -

Caso 1.° Sia primieramente AB terminata da ambe le parti
nella curva GAB..

Divisa per mezzo in D la ABsi condnca il diametro MDN
della parabola GAB, e si produca ad incontrare in N la XZ ed in
nlapr.

Sia BAK 'angolo che forma col piano verticale'il raggio pro-
jettato nelle AB, ag, e si trovi il punto K, dove la AK incontra il

pe=
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perimetro deli’ellisse della quale AB sia "asse pri i0, ed il se-
miasse secondario egnagli la media proporzionale tra 1 segamentl
GD, DI della GI terminata da ambe le parti nella curva GAB, e
parallela alla XZ. Condotta KO perpendicolare ad AB in 0., per
0 si cali'una retta perpendicolare ad XZ e si produca ad incon=
trave in o la pr. Sulla stessa perpendicolare si pigli of egnale al-
la OK e si tiri la nk, prodotta fino alla circonlerenza in . Alla
nfst conduca perpendicolare dal punto ¢ lael in £ Per ¢, ed fst
conducano due perpendicolavi alla XZ, la prima (LV indefinita ,
la seconda fino ad incontrare la XZ in F. Presa nella ¢p la cx
eguale a ol ed elevata pel punto 1 la 1 2 3 perpendicolare ad X2,
pel punto 3 dove sega la curva GAB si conduca paraliela ad XZ
la 3V che incontri in V la LV. Sedeserivasi una parabola
VMOF, della quale sia 'asse LV, il vertice V, ed FL semiordina-
ta cortispondenteal punto L dell’asse, sard dessa la. projezione
verticale del contorno dell” ombra .

Dal §. 22 si ricava che il contorno dell’ ombra'¢ nel perime~
tro d' una parabola il cui parametro eguaghia quello della GAM ,
e che il pinio di essa passa per quella retta , la quale orizzontals
mente & projettata nel punto x, ¢ verticalmente nella retta MN,
Col metedo nsato nelle dimostrazioni precedenti si proverd esse-
re un punto del suddetto contorno quello che & projettato ne”
punti O, &, quindinfzard nell’intersezione del piano orizzontale
col piano del contorno, ed il punto-Z sari projezione orizzontale
dell’asse di quella parabola, nel perimetro deliaquale & costituito
il contorno stesso. Pereid la projezione verticale di quell’asse esser
deve nella LY. Ora si immagini un piano che passi perP'asse del~
la data emiconoide, e per la el. La sezione fattada esso piano
nella supexficie della emiconoide sard unasemiparabola eguale ¢
simile alla GAN, e la sezione fatta nel piano del cercato contorno
sard una retta posta nella sezione della semiconoide come la ret-
ta 2 3 & posta nella GAM. Adunque il vertice della parabola, nel
cui perimetro & il contorno cercato dev’ esser distante dal piano
orizzontale quanto il punto 3 & distante dalla vetta X7, e quindi
«uel vertice sard projettato nella 3V; e lo & pure nella LV. Dun~

que
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a sua projezions verticale. Per la qual cosa la proj
del cercato contorno esser deve una curva parabolica, del-
& laretta L, il vertice V, ¢ la semiordinata al
punto L dell asse & la LF. Ma tale & la curva MOF : dunque des-
sa ¢ projesione del contorno dell’ ombra .

§. 36. Caso 2.° Sele AB, ag (Fig: 13) si trovino ambedue
costituite in una medesima retta perpendicolare alla XZ, si con-
durra I asse MN della parabola GAI e descritta la MK che formi
1" angolo KMN eguale all’ angolo d’ inclinazione che lorma un
I piano verticale, pel punto K, dove la MK taglia la

condurri parallela ad XZ la KO che incontri in O

Elone
la g

raggio col

asi la parabola 8OF coll” asse ON, col vertice Oe
tro egnale a quello della G AT sara SOF projezione ver-
ticale del supposto contorno .

Se per MN si concepisca condotto un piano perpendicolare
al piano verticale, e secante la data emiconoide, la sezione fatta
nella superficie della medesima sara una parabola eg ale ¢ simile
alla GAI ed il punto dove la snperficie della conoide & incontra-
ta dal raggio projettato verticalmente in MN, s egualmer

zontale che il punto K dalla XZ, ¢ peveid
ezione verticale di quel puntosard in O -

Inolire il puntostesso sari distante dal piano della parabola

metro costituisce I'orlo della data emiconoide quanto il
punto K & distante dalla MN. Ma per essere tutte parahole
di egual parametro le sezioni parallele per MN, AB &e. ¢ paralle-

ttati verticalmente in MN , AB &o. si potrd

i« e ogniattro punto del contorno supposto ¢ di

te dal piano de!l orlo della emiconoide coms il punto K dalla
retta MN. Dunque il piano del contorno & parallelo a guellodell”
orlo della data emiconoide e distante da esso quant’ & KO, ed
inoltre I asse del contorno stesso sara nel medesimo piano secan=
te condotto per MN perpendicolare al piano verticale, e quindi
lu projezione di quell’asse sard nella MN, e Ja proj e del ver-
tice sard in 0. Ma il contorno cercato & una curva

Tome XI1II.
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lica di parametro egnale a quello della GAI, e si ¢ dimostrato
che il suo piana & parallelo a quello della GAIL: dunque il contor-
no cercato & eguale e simile alla sua projezione e percio Ia para-
Lola SOF sarh questa projezione .

Che se vogliasi pure la projezione orizzontale,si prenda nel-
1a co che & per diritto alla MN la porzione ck eguale ad OK, e
per & si conduca la sifparallela alla pr terminata alla eircon-
ferenza pgr, e sard f ladimandata projezione orizzontale ed an=
cora la retta, ove il piano del contorno sega il piano orizzontale «

§- 37. Dopo queste cose & facile che nasea in taluno il desis
derio di conoscere qual sia la curva che divide Ia parte illamina-*
ta dalla oscura nella superficie convessa d” un solido generato per
la rotazione d” una sezion conica d’ intorno al proprio asse . Per
amore di breviti mi limiterd ad enunciare la risposta, ometten=
done la dimostrazione che si presentera facilmente a chi per po-
co abbia vaghezza di cercarla .

La curva dimandata segue anche in questo caso la natura
della propostasuperficie, ed & un circolo massimo nella sfera; un
circolo o un’ ellisse nella sferoide ; un® iperbole nella conoide
iperbolica; una parabola nellaconoide parabolica.




