293

ALCUNE PROPRIETA’ GENERALI DELLE FUNZIONI

MEMORIA

Dt Sto. Paoro Rurrivy
Ricevuta il & a7 Gingno 1806.

A {utti i Matematici & noto appartenere alle radici della Unith
certe affezioni , le quali annunziansi, e si dimostrang loro pro-
prie:oraiodico, che r[m:ste affezioni medcsimc,quo;tﬂ medesime
])rupncu hanno un’ estensione molto pxu generale. Se, data una
quantiti &i pratichi su di essa un’operazione di caleolo, gm!un-
que siasi, algebrica o trascendentale, capace di somministrare pilt
valori tra loro diversi, io dico, che su di questi valori paragonati
fra loro, verificansi sempre certe proprieta generali analoghe af~
fatto alle sovraindicate rignardanti le radici della Unit
queste per conseguenza nonsono, che un caso particolare. La
determinazione di simili proprieta formera il soggetto della pre-
sente Memoria .

11 dottissimo ed illustre Matematico Sig. Cavaliere Brunac-
ci ha nella sua Analisi derivata mostrato , come da uno stesso
principio di Derivazione vengano comprese tutte le operazioni
del calcolo. Noi quivi vedremo , che una medesima legge gene-
rale regna sempre fra i risultati molteplici , i quali ottengonsi da
una quantitd data, qualunque siasi 1’ operazione , che li prndu-
ce. Unendo cosi queste alle osservazioni del Ghiarissimo Profes-
sor di Pavia, apparivd ; mi lusingo, viemaggiormente quel rap-
porto generale, e quel legame, che esiste fra tutte le operazioni
del Calcolo , e fra le quantiti diverse, che da simili operazioni
vengon prodotte .

4, di eni
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SEZIONE L

Alcune Proprieta generali delle funzioni semplici.

1. E spressa con la lettera P una quantith qualungne di'valore
indéterminato, supponghiamo di esegunire su di essa una sola ,
qualunque. siasi, operazione di caleolo, e supponghiamo, che
quindi se ne ottenga un risultato molteplice di grado #, il cui va-
lore chiamers in generale y. Indicata con la lettera ¥ da ante-

porsi alla Psimile operozione, ed espressi con le ¥, y'; "5 ec- yt?
gli n diversi valori della y., che dipendeno dalla supposta molti-
plicitd , e con gli apici istessi da sovrapporsi alla W espressi i cor-
rispondenti risultati, che procedono dalla operazione supposta ,
avremo generalmente

y=4%(p)
e quindi
= (B), 7 = (B), L = W (P, ee. " =Ry |
I. Se la operazione da praticarsi sulla P & Pestrazione di una
radice , per esempio deila 5.%, onde n= 5 ; il segno W coirispon=

5
dera all’ altvo l/ e chiamata@una delle radici
5
della unitd, ne verrh y="(P)=af P, esprimendosi dalla ¢
uno dei numeri 0, 1,2, 3, 4, onde avremo

y=ve=)r, f’“‘?"(i’)“"l/f'ay w(p=e)p,

v

immaginarie

P,y ="
II. In un cirgelo, il cui raggio sia espresso dalla r, denomina-
to 7 il quadra fI’u quell’ arco non > 7, che ha la quantita P
per Cosseno, e p quell’ arco qualunque, il cui Cosseno uguaglia
la stessa P, venga richiesto di determinare il Cosseno dell’ Arco

7’.” essendo m un dito numero intero. Poiché chiamato ¢ un in-
te-
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tero qualunque, abbiamo Cos.u=cos. (4gxE ) € per conse-
guenza avendosi P = Cos. (4grtp), € p = 4gx &, visulte
generale

r=¥(P) Ac.)s.(w'

") , e attribuendo alla ¢ successivamente

ivalori ©, 1, 2,3, ec. . — 15 ¢ dei'due seghi anteposti alla p te-
nendo conto delsolo. 4, avremo per la y gli m valori y! =W'(P)

= Cos. &, y' = W"(P) =Cos. (5"?‘ it ‘!“'"(I‘)zCus,(‘[—’:’“‘)'

) e, M =07)P) = Cos. (41»

¥ =T"(P) = Cos. (L22H

HI. Che sesia dmn:ndnm il logaritmo della solita quantitd
P in un sistema, in cui il protonumerdsia 1; ottérremo general-
mente y =W (P)= log.P —+44ry/ — 1, chiamato log.P il logar
reale della supposta P, e ponendo successivamente g=0, 1, 2, 3,
ec., ne verra y' =W'(P) =log.P, ¥ =W'(P) = log. P+ 4ry/—1
¥ =W"(R) =log.P + Bay/— 1,y =W""(P) = log. P+127/—1,
ec. avendosi quivi il numero z di valore infinito .

2. Chiamasi Funzione semplice della P quella espressione »
nella quale non viene su di questa P indicata che una sola ope-
razione di calcolo: saranno pereid sue funzioni semplici le espres-

n

sioni P, l/P, sen.P ; loz.P. Che se vengono su della P aceen-
nate pitt operazioni, allora la funzione, che ne risulta, si
na Funzione composta : quindi saranno tante sue funzioni com-

i 1 P
poste tutte le espressioni |/I' -+ I/P I/P‘ Leten .

1. Giascuna funzione composta & chiaro essere I‘uuz: 1e sem=
plice di altra, o di altre funzioni della P meno composte ; cosi
queste seconde sono esse pure funzioni semplici di altre anche
meno composte; e cosi di seguito, finche si gi\jggc sempre a del=
le funzioni della sola P semplici. Negli esempj sovraesposti le

i " s I
espressioni I/P —t—l/? 3 l/]” sono funzioni semplici, la se=
u

conda della quantitd P?, la prima delle due §

P, e tutte
que-
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n
queste P2, l/P,l/P sono poi funzioni semplici della P sola.

La espressione 'LL::"‘ P) & una funzione semplice delle quantita

log. (sen.P), cos.P; di queste la seconda & tosto una funzione sem-
plice della P , e Ia prima & tale della sen P; finalmente la sen. P
& funzione semplice dellasola P

II. Tra le funzioni della P altre ve ne hanno, le «quali sono es-
senzialmente semplici ; altre che sono composie essenzialmente 4
ed altre infine; le quali presentate come semplici possono dive~
nire composte , & viceversa. L’ espressione a cagion d” i

6

P

P & per Ia definizione data una funzione semplice ; potendosi
3

pero ridurre all’altra)” /P, potra con tal riduzione diventare
5

2

composta: le espressioni poi P, P),nonammettendoulte-
rior riduzione , sono dus funzioni della P, la prima necessaria-
mente semplice, la seconda essenzialmente composta ,

1L Tanto una funzione semplice , come una composta pos-

sono avere pit valori dipendentemente dalla moltiplicita della

unzione medesima; un humero 5 ne ha la funzione semplice
n »

I/P, ed un numero mn la composta 1/]’ r P.

3. Rappresentata con la lettera [T Poperazione di calcolo in-
versa a quella, che nel (1.° 1 ) abbiam supposto di esprimere con
la ¥, vedesi , che, se abbiamo y = ¥(P), dovri essere viceversa
nly)=P . Ma tutti i valoti y', 5", ', ec. 5 nati sono dalla me-
desima P in consegnenza della stessa operazione accennata dalla
W . Dunque dovrd essere i

) = 0" =1H") =ee.= n[ym = ussia
(0 (B) = 1 (0 (P)) = 1 (% () = ec.= m (¥ (B))=P-

L Nel primo degli esempj del (n°1) poiche la W indica
I’ estrazione di una yadice 5. la I1 indichera Ielevazione alla 5°

oLenza , e sard in questo caso
P > 9! al}
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gl Arcuxe Prorrier.

I(y) =yf =m{¥(P) =" |/p); =P,
11. Nell’ essmpio secondo, in cui si & suppasto P = cos.p,
dicandosi dalla ¥ la determinazione del cosseny spettante alla

mesima parte dell’ arco g, cosicché y = W( P ) = cos.£; fatto vi-

— o, onde y = W(P) = cos.o-, verrd dalla IT ad indi-

ceversa {;
carsi la determinazione del cosseno, che appartiene all’arco o ri-
petuto m volte , ciog all™arco p; e per conseguenza avremo W (r)y
= cos.me = cosp = P.

IIL In egual modo rappresentandosi nell’ esempio terzo dal-
la 11 la determinazione del numero, il cv
con la lettera ¢ la base del sistema logaritmico, ne verra I1(y)=
e=P.

4. Dalla seconda delle linee (II} apparisce, che mentre sopra
uno qualunque dei risultati ¥ (P), T"(P), ¥*'(P), ec. vuolsi at-
tualmente eseguire I* operazione accennata dalla 11, non ayremo ,
che da togliere il rispettivo seguo ¥, W, 4, ec.

lugari:mo & ¥, espressa

5. Teor. 1.° Uno qualunque de’ valoriy', y", y"; ec. 7—‘”7 d
Jay = ¥(P) (n.°1) uguaglia sempre una funzione diun altro
qualunque de’ medesimi; cos ettera fla pa-
rola funzione, si avr per esempio il valore ' = /() -

Pel (n.* 3 ) abbiamo Ti(y") =I1y) = P, e pel (n.° 1) abbia-
mo ¥ =W udo le dne quantith TI(y"), P traloro ugua-
1i, coll’eseguirsi su dell’ una e dell’altra una medesima operazio-
ne, i risultati corrispondenti , che ne vengono, deggione essere
uguali fra loro. Dunque sard W"(P) = W"(I1(y')), e per conseguen-
22, avendosi y" = W(11(y')), se invece di effettuare, indicheremo
i lalle IT,
)

16 espressa con

=

con i rispetti
W', ne verrd ¥ uguale ad una funzione della y', e pel
Dungue ec.

i sezoi i risultati delle operazioni espre

Espressi in generale con le, lettere £, W due qualsivos

sliono dei valoritdellay , cosicehé y'! = (P}, " = wlp)

( ni® 1), con un discorso perfettamente uguale al precedente tro-
ye-
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veremo essere 5 = \l’(""fl'l(fw)); e per conseguenza y'” uguale
ad una funzione dailay( h

Poiché nel primo dei sovraesposti esempj I’ esponente 5
5

corrisponde al segno [1(n.° 3 ), e la «]/al segno ¥’ (n.°1), ne
i 5

verrd y' = N Ay — e ()", e perd y"' = ay'. Nell’ esempio
terzo avendosi 1(y’) " (0.°3), visulterd y" =¥ (') ) =
log. () -+ day/—1=y'~+4r/—1. Nell'esempio secondo final-
mente poiché., denominato 1.° arc. quello, il quale, mentre &
non =z (1L n.® 1), ha poi per €osseno una quantiti data, dall®
Equazione y' = cos. £ pel citato (art. T1. n.° 1) ricavasi L=
1. Are. Gos.y', ne verri 11{y")=Cos.pp =Cos.m (1.° Arc. Cos.y), ed
essendo y'= Cns.(“*-,;:ﬂ) » ottertemo il valordiy” = ¥(m(y)) =
Cos. (‘g + 1. Arc. Gqs.;—’) .

G. Teor. 2.° Supposto ora che I fsignifichi, non una funzio-
ne in generale, ma bensi quella determinata funzione, da cui ve-
nendo affetto il valore y', Paltro ne risulta " diverso dal primo,
onde si ha y! =/{y)(1n.25);io dico, che, rappresentatosi con

) \in valore della y qualunque, dovrd ancora leD'{A]) espri-
niere un valore della y diverso ('!a,rml -

Poiché abbiame y! = W* (mfy)) (0.° prec. }, © perd f{y)=
W)} sla f non fara che denotare il risultato, che ottiensi
col praticare successivamente sulla y’ prima 1'operazione indica-
tadallam, e poscia Paltra espressa dalla W', indipendentemente
dalvalore dellay' medesima; dunque posto invece dellay' un altro
valore qualunque, per esempio il valore y':a' » dovrd essere ancora
ﬂ)’“:) = 1P"(n{y"")). Chiamato ora # il valore delfaﬂf"’), onde &
= wi'"(l'l(y(’")) 58l pratichi sopra I uno, e 1’ altro membro di que-
sta Equazione I’ operazi dalla 15 dal membro se-
condo nen avremo pereid, che da togliere il segno W (n.° 4), &

Tomo XI1L. ¥p ayres
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avremo quindi F1(i)=T1y"") 3 ma essendo 1) yno dei valoridell
abbiam m{y®) = P (n.°3 ). Dunque , tisultando 1) = P pei
ronon sara che nno dei valori della y = ¥(P) 3

(n.1;8) lat
come doven dimostrarsi .

7- L. Ritenutala precedente
ciasi f{y") = 5 /(%)

risultati a, [

pposizione di ¥ = f{y) , fac-
z, ecosi di seguito.

Putti questi
n. prec. ) non meno che ', ed

successive funzioni il valo=
so per la f1¥) i
= FUN == UL
frappresenta sempr medesir
minata funzione (n.? 6). Dunque per indi
invece di ripetere la [,
lettera, avremo ¥ = f(¥) 1
ma questa

1 eju risult

rvendoci di numeri s
Flr)se=F)==,
erie di funzioni pud pel (prec. I) protraer

nito , e i termini, chene vengona sono sempre valori della y
Dunque formata la serie infinita .

(1) ¥ SO0 £200 L2000 F1O0 200, S ) 5 e

(V)

ciaseuno de’ suoi termini sara un valore della W (P), ed essi tutti
verranno rappresentati dalla formola generale f* (y') , esprimen-
dosi dalla ¢ un intero qualunque positivo.

TIL. Ripetuto sul valore ™, e sulla f{y'™) il discorso , cheab-
biamo ora fatto sulle quantita ', f{y'); troveremo in egual modo,
che, qualunqgue siasi il valore % della y, saranno ancora vaiori
della stessa y tutti gl’ infiniti texmini

a (a) (a), (a) ) (@)

2, F N 20 PO, SO 7O 0 e

8. 1. Supponghiamo, che il numero n dei valoriy', y", 5" et
y ™ dellay (n.° 1) si
tali z valori siano tut

finito , e non < a, e supponghiamo, che
fra lor disuguali . In questa ipotesi ¢ evi=
dente, che andaudo la serie (111) all’ infinito; i suoi termini non
potranno essere tuiti disuguali fra loro, e che a‘eagione dei doe
¥y = fly’) tra lor disuguali( n.° 5 ) non potranno neppur essere
‘tutti uguali fra loro .

II.
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11, Cié dunque essendo, suppongansi tra loro nguali i due
sultati () A 5 ineni g, ksiano due numeri interi, il
mo non < 1, ed il secondo non < o, Poiche in due quantiti
nguali effottuando operazioni uguali, i risultati corrispondenti so-
no ugnali; nesegue, che praticando tanto sulla f¥(3*) . come sul-
Iaf"+"()") per una sola , o pin volte P operazione inyera a quel-
la, che viene espressa dalla £y i risultati corrispondenti dovran-
no esserc tra loro uguali: ma quando eseguisco una sola volta
T’ operazione indicata dalla f nclla f%(y); per accennarne il ri-
sultatoy non faceio che aggingnere una f; ossia cheagginngere un’
unitd all’ indice g (1L n.° prec. ) , e sorivo i H(y‘) + Dunque per
esprimere il risultato, che proviene dall’ operazione inversa pra-
ticata parimenti una volta sola sopra la f5(y) , dovendo dalle £,
che sotio di numero g toglierne una, seriverd SE(y): lo stesso
s dico della £}, Dunque dall® Equazione ) Vi)
ricayeremo successivamente fﬁ'_'[y'}=f’"w—' e (]
FER2 0, O =0, e finaa £ < S0
ma f5=6(y) = f°(y') = evidentementey’ . Dunque avremo
f”(y') . Ho nel presente numero suppasto % non < a, perche di-
fatti se volendosi un tal numero intero ; e positivo, si facesse
fi= 13 essendo f(y)=yp"(n."5) nc verrebbe 3 = ¥, il che a
pree. I. ) non pud essere. Percio nei soli=

cagione din mon < 2 (
1i precedenti esempj avremo rispettivamente 1. yli=uy "=
wyll =2ty P =y =2y’ ecy 2.° y"' = Cos. ('%' 4 1.° Arc. Cos: ¥ )
¥'= Cos. (.4;":4-;," Are. Cnsg-") = Cos. (?."" 1.7 Are. Cos.y' ) A
Jﬂ"w_«Gos‘(i—'_ + 1% Are. Cos.y" ) = Cug,(l?;f - 12 Arc. Cos.y" ),
s 38 9 =y dm/—1,0" = ¥ o 4/ 1=y + B/ — 1
2% = fiy/ — 1 =y o Tay — 15 €,

111, Ripetola medesima operazione inversa nella y’:f"(j)‘
ossin nella /%) =f"() . Prosegnendo ad usare della medesima
maniera discrivere, ne verra /7 (y) =" ) ossia ST ) =

Ppa fn,-u i

bs




dco

Prormizr
g "(4): ma essendo % non < 2 (pree. 1) la £ '(y/) & uno dei va-
Joridella y(LL.n.6.) ; dangue sari. tale ezia diola ' (y). Seguito
n,r.u‘ lo stesso nella £ (y) :f"—‘('_y)-, risultandane f~(y) =

F ﬁ‘(}'),ul esseudo i—1 non < 1, anche la |

RALL DELLE FUNZIONI

‘{,.‘} sard un valore.

a y, poiche & ""chL’U) tale sard ancora f (;), giacchéab-

mo £~ y) = (;r;, e la f*~3(y) a cagion della fo—a nom <o &
srdella ;¢ cosi in progresso, Dunque la seri
*infivito eziandio aila sini- tra, appor
viz lo stesso si dice della se
lori della y tutti i seguenti ,

—4 =3¢ T34 " N p0f n 4 y " K £
ec. £ AT 0 £ ST ) 1)=,hf(y) L) L), ), ec.
eo £ T ) SO0 ) = o A6 e
espressi dalle formole /7(y), 77(5'™), in cui la g vappresenta un in.
tero gqualunque positivo , o negativo
I' Eqquazione f¥(y) =f5+f‘(y’) (pree. I1), da questa
"(ﬂ; F7l5), e perd f 7 (y) =y's ma pr-!ru" dnm. 1i1]
ottiensi ancor: l_g-—f (y) . Dunque avremo y' =/ (;) = )) 5

guenza fly) = 1+ ;:J—f“"*"(y ) Fly) = ﬂ +2 ()
“ly)s ﬁ\_y}*‘eraﬂy) = i )l' ') s ec., ein generale
Py = oy = =olyy.,

9. Teor. 3-" Poiché Fm i termini della serie (I11) pel (1L n.®
pree. ) ne esiste sempre per lo meno uno, ciod il termine f;’(, ).in
cui /i > 1, il quale si ugnaglia ad y'; supponghiamo, che questo
f (¥) rappresenti il primo dcgh accennati termini, che nella
serie istessa incontrasi =, ascendendo continnamente . In
tale ipotesi io dio, ohe i termini Sy}, /*(y) » Ply) » oo, 7 {y)
dovranno essere tutti disuguali fra loro

Se, cid negandosi, si volesse f(y) f”"f,' sessendo ¢, e inte<
vi positivi; e e < i, ne vertebbe £ () =T y) L e pe-

1o

e (1I1) potyit esten-
endo alla £ indici ne-
e (IV) . Dungue saranno tanti va-

ricavasif*
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10 y'=f*(y) ; ma questo:a cagione della ¢ < % & contro la suppo-
sizione . Dunque cc.

s0. I. Duuque se sia h=n, gli n risultati y', fly) £(y)
3y}, ec " (y) aliro non saranno che tutti gli n valori (I) del-
! v o &
ay.

II. Non potrd giammai essere & > n (0. 1),

HI. Giacche abbiamo ¥ =£%y) , colloco nella espressione
f*[]),..wu della y' il valore f'(y); pel (1. n°7) ne verri la
', g (J-) pomge nuovamente in quest’ uiumn espressione la
Vi {J}nl\ ece della y' , otterremo y' = f‘“{)‘ Proseguendo nella
gmsa medesima a sostitnire, vedesi, che risulterd y' gf"u] =
FH=7"5) = ly) = ec.. ¢ in generale y = 1¥(5) , espri-
mendosi dalla p un intero qualungue .

1V. Posto il numero g < , e nella setie (1) il relmiucﬁ*"
= f¥(y); colloco invece della’y' la espressione )s e pel
(prec. ILL.) ne verra y5+0 — el

V. Coll attribuire al numero arbitrario p i successivi valori
0, 15 2, 3, €c., e all” altro g corrispondentemente a ciascuno dei
valori della p tutti parimensi i valori o, 1, 2,5, ee., dall’ Equazic-

)

ne y) apparisce, che mentre nella serie (Hl)‘uim
pel (n.° g ) risultati fra loro disuguali tutti i primi / terminiy’ ,

S £ s Ply)s ee. S 7o), glialtri B, che succedono imme-
diatamente , ciog i rerminif"{f), fl'+'(_y‘)1 me(;'): fﬁ+3fj).v ec.
f""‘“"(]') sono nguali rispe nente ai precedenti; cosi i terai

F0 S0 100, ) e0 T (y) ngnagliano in
corrispondenza i precedenti primi, e secondi, e cost di seguito
onde sard ,

5 ==t =) =ec
3= =T =) =) =
S=7l) if"‘”t") =70 =f5"+3{_y} = et
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P=L) =Py = 2 =) =
e, Co.

=P = =) =)
" Y1 Colloca Equazione £&{y) = £ y)(1V.n °8)
della g i snccessivi valori o, 1, 2, 3, ec. , poiché 81 oftiene
¥ = ) =000 ) =T £ =
£, 600 £ ) =7 ()5 e segue che nella prima del-
e sorie (V) venendo alla sinistra della y° gli /& risultati /~'(5)
LT s ee T ), ) vgna
te glih mluri_y(m, )"‘"J,J"“""", ecaylsy'

CGiacche abbiamo y'=/""(y) (1V. n.° 8. ) col porre invece
dellay' la espressione £y, risulterd y' = £ (y)3 ripeto I
sastitnzione medesiaia nella £~ (), € otterremo 5
cosiin progresso, Dunque in generale avremo ancora y :fF‘ME T

ec.

lonel

10 rispettivamen-

& postaquesta espressione invece dellay’ nella £~ =0 1V n.28)
20 — o) = p G | onde vipetendo!
le medesime precedenti supposizioni, vedesi, che nella prima
delle serie (V) tutti gl infiniti termini. chesi estendono alla sini-
stra della 3", altro non sono , che i primi 4, che scorrono alla de-
stia, ciot i primi y', fir), £207) 1) oo 7' () ripetuti sue-
cessivamente ad % con un ordine sempre costante .

VIL Per la supposta indeterm
quindi per la corrispondente indetern
rapporti delle quantitd f{y'), (') () cc. con la y' devono uni-
camente dipendere dalla natura della fanzione espressa dalla
fln. °6). Dunque i rapporti medesimi, che hannesi da queste f{y'),.
L)), ec. con lay', dovendos nente avele ancos
ra dalle S, 20", £6Y), ec. con
sendo y' = fF*(y') ( prec. 111 ), dovri essero ancora y = F#(y),
e quindi y0F0 = P (prec 1V ).

iv

(@)
ay“'; ne segue , che es=

VIIL
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VII. Ritennta la u:po:iz‘mnc ,‘"I"I (1 g), supposizione ,
che .[u;msm non avvertasi il contrario , riterreino costantemente

in avvenire , anche nella serie (IV) tutti i primi & termini 3,

74 Vi f’(}(")), ot j*_’()'m) doyranno essere tra loro di-
suguali.

1X. In conseguenza de’ ( pree. VIL, VII. } vedesi, che an-
cora sopra la serie (IV.), e sopia la seconda delle (V) si dovrd ve-
rificare quanto nei ( pree. L 1L ec, V1) abbiam detto della serie
(114} ¢ dulla priva delle (V) .

X, Sesihala quaulir&‘y“} uguale al uno, qualunque siasi,
dwi te i della prima delle due serie (V), tutti i termini di que-
ste due serie si ugnaglicranno a due a due fra di loro. Imperac-
ché supppstoy ) = f(y): avremo ancora [y} = fFE(y), qua- -
Tunque siasi il numero intero e. Ora coll'attribuire aquesta ¢ sue-
cessivamente i valoii o, 152, 3, ec. — 1, — 2, — 3, ec., dalla
F(5™) tutti si ottengono i visultati della seconda serie , e tutti
quelli della prima ottengonsi dalla £ €(y) . Dunque cc.

XI. Chese y & disuguale da o dei valori della pri-
ma serie (V), qualutque valore abbians inferi ¢, g, non potrd
giammai essere f) = 74y} ; perehic se cid fosse, ne verreb-

he y(n)

:f‘“(;') contro la supposizione .
XII. Dai ( prec. V, ec- ) apparisce, che le espressioni j’(_,'] .
70N ualunque valore intero attribuiscasialla ¢ , sia esso po-
bl L HHES 4 9n P
sitivo, o negativo, mon potranuo mai, di valori tra loro diversi
somministrarei ehe rispettivamente gli .

S ) P Pl e P70
29 A 2O A o £

Chese , dato alla 4 nn determinato valore non intero, che

dird I, vogliasi, ehe risulti ancora f* (4] =y'. Poiché rinnovati qui=

vi i discorsi precedenti ottienesi y = £ (), 55! = pH8 (),
€ cans
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”(:[M'],)
i, i quali nascono da
interi , qualsivoglia=
ettivamente non sono, che gli % delle due lnuc(:ﬁcn-

(e+ay

to il valore 5 nell’ altro 5 si ha 5

‘(_y‘”)) , ne seg
queste formole, col dare alle p, g dei valox

, che anche i fera

11. Teor. 4.° Seil numero n (n.° 1.)dei valori tralor disu=
analiyy 3%, ¥ ec. "7 della y sia finito, e sia un numoro pris
o, dovra ¢ R(neo)=n.

Se cid si nega ; poiche non pud essere /o > n (1. 1o, ) sup-
ponghiamo possibile, % < n yonde oltre gli % valori tra loro
i(V.n210.)

AT L G ) o "
ey =A== ) s ¥ =P ee v =),
un altro se ne abbia per lo meno da’loro disugnale ; che denomi-

(o e o R
nerd y , & formisi con esso la serie

-’u;....j r,jm-i-r]J ”(? +.)) f’( u+-) o f;—l(’(fr+:]).

diy

Queste serie (VI), (VIT) pei (11, HL n.° 72 0.° g, VIIL XL n. prec.)y
sommin ri della y tutti fra loro
differentis o,  cagion di /i non <a (I1. n."8), ¢ di n numero pri-
ennati (V1) (VII)
alove della y da loro di-

treranno un numerosh di val

ere o/t = 1. Dungque oltr

mo, nou pud
dovendo usistere per lo meno un altro
verso; denomine questo 3, ¢ ne formo la serie

a8 o
Dovendo ancora tutti i termini (VIH) esprimere pei citati(111.n.°
7.5 VIIL, X1 n.° pree.) tanti valor y tutti disuguali fra loro ,
e disnguali dai precedenti (VI), (VII), avremo nelle tre serie ora
trovate un numero 3/4di valori della y tutti fra loro diversi; ma il
numero z, per esseve primo, e pel (11 n. 8) , von pud neppure
essariamento per lo meno

uguagliare 34 . Dunque esistendo nec
unaltro valore della y differente da tutti gliaccennati (Y1), (VII),
(Vi11), chiamo esso ¥+, ¢ ue faccio In serie

Bt} g (.1.+.) Fly ca.'.+])) Py (Bnter, ) sl Py ey
Per le stesse ragioni, che sonosi esposte relativamente alle (V11},
(Vi)

=kl



e

‘qualungue dei valori della y=1 (D), e determir

Prozo Rourfine, 305
(v X) altri J valori tutti diversi fra loro, e dai
prec ti; tultee 4|u;\mo le serie (VI) , (VL) (VIII), (IX) da-
ranno 4h valori differenti della y, ¢ non potendo nemmeno esse~
Jr: doyrd esistere per lo meno un altro valore. Col pro-
o, vedesi agevolmente, che quindi ri=
ente per Ja y infiniti valori tutti disu-

saguire 1o stesso razioci

hbero necessariam
ma essendo I’ intero lor numero # finito , cio non
iasi k< n,

.1

sulter
guali fira lor
pud essere . Dunque non potri neppur essere, che abb

€ pero ec.
1. Nell

) » determinato wio
to qual sia la
funzione espressa della f (0.° 6) . potremo adunque agevolmen-
e ritrovar tutti gli altri, ¢ iccessivamente
n—1 volte Ta stessa operazione, che & indicata dalla /'sop
cessivi risultati , che se ne ottengono .

11 Se 2 sia numero composto ; allora & facile a vedersi, che
non potrd non verificarsi il discorso del ( n. prec.) , e quindi
potrd non essere 2=n . In tal caso perd doyra essere & summnl
plodi n. Impercioce i n 1 ngnale , ne multiplo di
fe 5 troyato un numero ¢ delle precedenti serie (V1), (VIL), (VII),
ec., essendo g1 (il che potri sempre farsi . giacche per la ipo-
tesi, e pel (1L n.° 10 ) deve essere &< n)siaveebbe in tali s
un numero gh di valori della y tutti disuguali fra loro (1.°g. V1
XI. n.°10); ma qualunque siasi questo g , non pud giammai 1i-
sultare gh=n , perche allora nsarebbe multiplo di %, contro la
supposizione . Dungue proseguendo il discorse del (n.° prec. ) ,
troverehbesi qui pure il numero dei valori della y infinito, il che
non prd essere ]

13. I, Volendo addurre alcuni esempj di quanto si & detto
in generale dal (n.° 6 ) fin qui ; suppongasi in primo luogo, che
la W ( 0. 1) indichi I’ estrazione di una radice mesima, essen~

W (P)= l/(l’), sies

1o #una qualungue delle mdici mesime imma dell’ unita .
Dicendosi quivi del numero m ciocchi nel (L.n.*1 ) si & detto del
Tomo XIII, Qq 35

upposizione del ( n.® pre

| semplice replicare s

1 sue-

&

do m numero primo, e posto " ma con




Seb
5, otterremo, come nel p
e quindi indicandosi per. f la moltig
verrd f2r) =2y » ly)=82" ; ec.; onde pel (11 n’ 7 ) tutti
gl infiniti termini ', %5 o'y a1y, €c. saranno tanti valori del-
lay, e perd tante v dici mesime della quantitd P, e verranno
questi tutti rappresentati dalla a%y', potendo il numero ¢ pel
(111.n. 8) esse
gativa. Dal (n.° 1) poi si vede , che i primi m term
tengonsi da la a®y', col supporre successsivamente =0, 1, 2, 3,
ec:; n—1, sono, a cagione di 2 numero primo, tutte esattamen-
te le m radici della equazione y"=2P ; e queste , allorché si pro+
gredisca a supporre g=m , m+ 1, m-+2, m +3, ec: ,ed allorche
i ponga s —a, —8, — 4, ec. non fanno
pei (V, VL. n.* 10 )'che ripetersi ad m ad m continnamente .

1I. Prendiamo in secondo luogo I esempio del (1L 0. 1) 5

ALCUNE PROFRIET

e un intero gnalungue tanto positivo, come ne-

, che ot-

ndosi

in cui si ha y' =W'(P)=Cos.% , ed in cui pel (n."5) a
%) = Cus.{% -+ 1.° Are. Cosy' ) , lalettera £

1.2 Arc, Cos. " dell’ altra

In conseguenza di cid la serie infinita Cos.t , Cos. (‘L';—:' ,.) 3

8 . . . o
; (7"'“") ,ec. il cui termine generale & Cos.

—_—

’:-—P) 3 som=
in tutti i suoi termini tanti valori dellay (IL n° 7),
potendo I'intero ¢ essere tanto positive, che negativo (). n."5),
ed avuti dalle prime supposizioni della g=0, 1, 2, 3,ec.m—1
tutti gli m valori fra lor differenti dellay (n.° 11 ), gli altri non
saranno, che questi stessi successivamente ripetuti (V, VI.n.% 10).

Dalle proprietd delle quantith circolari sappiamo  essere

Cos. ("‘1:“- '“-;l = Cos. ’_‘”;';*“)

n.° 10) glistessi valori dellay, che risultano dalla espressione

;3 ma per quanto si & detto nel (

_) ; dunque i

va=
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valori medesimi si otterranno eziandio' dalla Cos.

ecco il perehe nella Cnso{“““- ottenuta nel (I n.° 1.) puo tra-

come abbiam fatto in realtd il segno inferiore «
mpj (IIE n;® 1) 5 ove la ¥ indica loga-

scuray
11L Nel terzo degli

ritmo , ed ove pel (n.° 5 ) si ha y"=f{y)=y + 4zy/— I , essendo
¥'=¥()=log.P,la fi addizione della quantitd 4z/—r
all’ alt o per conseguenza gl infiniti termini, che produ-

consi « vessione y'4-4gry/—1 ¢l esprimeranno ancor quis
¥i tan della y (11, , 1. 1.° 8) - In questo caso perd
non pud aver luogo quanto si-é dettonel (n*11) ¢ nei (V, VL.
1216, perchi il numero dei valori traloro diversi della y & in-
finito .,

Tulfe queste proprieti , che sonosi accennate nei ( prec.
I,11, 111}, e che sono gia note ai Matematici vedesi, che infine
dipendono da nn principio medesimo , principio il quale , come
omune a tutte le funzioni

apparisce da quanto alibiam detto.,
smplici (0% 2 ) di una data quanti

IV. Data I Equazione 2?—3b*x—ac= o, nella quale abbiasi
#* non <c, con un raggio,, il cui valore sia b descri n circo=
Io 5 & in questo chinmato come nel (1. n.° 1) & il valore del qua-
drante, e g il valore di quell arco, il quale essendo non >, ha
per coseno la quantiti ¢, vogliasi P = Cos.pp—+Senpy/—1, ed

y=V(P) = Cos. & ~ Sen. & /1.

Cercando primieramente di determinare qual funzione del-
le o'y 2", 2" (cosi chiamate le tre radici della Equazione dafa )
data P, e quale la y ; osser-
e
e

sianella ipotesi presente la quant

vo , che per le supposizioni fatte abbiamo Cos. u =
Y

Sen. p =(F—c) = ‘/(4 (st ) e ); ma
per la mancanza del secondo termine nella data Equazione si
Dungue con la sostituzione risultando

Qqa Cos.

ha o= 2'—&"
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G ): o quindi eseguite le accennate elevazioni a po-

4

tenza, e la susse ione della radice 2.4, ottencndosi

3
s B VErri

T . T St )

b,l.,xy.-_;‘(g.- \,'__1 e
— "

ol
"_':f—":" ) , € supposto

:i—,dviv =§,onde B’ = g =1, avremo

P=Cos.ut Sen py/—1 = (2'+ 8 A B
ma essendo &' il raggio , abbiamo

(Cos. £+ Sen & y/—1)' = b* (Cos.pp =+ Sen.uy/ — 1), e perd

( Cosu+-Som.y — .)’3'= V4

Cos. &4-Sen. & \/—1

Dunque uno dei valori della supposta y = Cos- £+ Sen. £ /—1x

Gl ) i
= o (&' + P2+ f2 P ; e per conse-
guenza nella ipotesi

di una radi

presente corrispondendo la ¥'all” estrazione
adalla P, ed alla moltiplicazione di questa
per la quantitd cognita 2°, saranno pel ( prec. 1) valori dells
ancora le quantitd ', £, che quindi chiamerd %, 5" (n.” 1],
e tali non saranno che queste sole y', y', ¥, risultando

4

b

e ¢
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=B B By b By

yr=Ea - e ).

Gia p:)“o 5 poichi abbiame

o ! . e\ o B
=gy _\ =iy 3) Yyt =Ey :(‘_g“’f) ¥ e poiché
5 . 5 . B Qox. 4X
nel circolo avente il raggio #? abbiamo — -= Cos.= =
[ /3 B3 sl
Cos. o e Sen i;, =B, Ben, =— Z¥7, me verrd
a

Y= (C:L,i' + Sen. "‘\/71); £ ( Gos. --+Sen Ty=1)5s
-+ Scn,ﬂ\.’—x], ne viene
b'“r—-)

ma essendo f=

, T
2 (Cos. &

(Cos. & -Sen 2/ —1)'= /—1)

£ ( Gos- 4274 Sen.

Dungue ancora T espressione 1y ( Cos: 422+ Sen. 4%/—1) '3

siccome |”altra £7y' ( pree. 1) rnll attribuirsi alla g i successivi
3 — 1, — 2, — 3, ec., tutti e solamente ci

yalori ¢, 1, 2.
valori 3, ¥ »", esprimendosi quivi dalla f

SOmMMinistre

itr
(n.6) la moltiplicazione per 4y (Cos. 47 + Sen. 4% /—1) .
Collocando ora invece della ¥ il suo valore Cos, £ -+ Sen. & £v—1s
ei risulta y = ( Cos. 4’“’+==n.~- y/—1) (Cos. £ + Sen. £ V—1)
eperd y=-1 [mqs.i;: Cos. & — Sen. 477 Sen. £ ) +
(Gos. 4% Sen . - Sen. *f% Cos.&) y/'—

iy Pyt

7 e oy
espressione , dalla quale, facendo suceessivamente g=3p, 3,» Ty
3p-+a, rappresestato con la p un inteio qualungue . si avrd

Dunque sard ancora y = Cos. + Sen.

i
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¥ = Cos. kBebi |y gen 43pmin )y |

Spbetp . Sen, ABptaiedy

Se invece di porre P = Cos.p —+ Sen. y/— 1, fatto si fos-
Cos.pp — Sen.yy/ — 1, e la corri

spondente quantita

i fosse chiamata e : con lo ste

o LR
Sen, TV
dente discorso , sarebbesi ritrovato

Lo P P

') = Cos A20rke
5

volmente

Mediante poi i precedenti valori delle y, « potremo a
determinare le note e

4
olari prive d’ immaginarii,
acui eguagliansi le radi

che a ca
sappiamo essere tutte e tre reali , Imperocche avendosi

By i owm gy
2 " Pl Bl =

" LB, e b S RSB B
£ =g 2 R B = 0
col sommare queste Equazioni prese corrispondentemente a dye
due con la medesima @'+ 2" - 2" =0, otterremo

7nd W
s et

By

» € perd

5 (1o Al8paYetn
AT
€ in generale
ovia Agwtu
# = - Gos. k.

SE-
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SEZLONE 1L
Alouns Proprieté generali delle Funzioni composte «

14. I. Supponghiamo il numero 7 dei valori tutti fra lor di~
su"uah dells ay (n.°1) finito, e composto; e ritengasi costantemen=
ione nIN (n."g) onde dipe ndentemente dalla funzi

dalla f (1. 6), ripetuta quanto si vuole;abbiansi
pei (V, VL 0 * £c)'i soli & valori della serie (V1). In conseguenza
di cio dovends il numeron essere ugnale o multiplo di & , sup-
pongasi multiplo , e sia n=Akd , avendosi tanto I’ intero & , come
T altro b>1. A cagion di quest’ ipotesi il termine y* della se-
rie (Vil) (n.® 17 ), essenda disuguale da tatti i valori (VI), non
puo pel (V.n.®10) nguagliare alcuno dei termini della prima
delle serie (V)3 ma r|<ses(oy‘“') deve essere funzioue della y!
{n5) . Dunque essendone una funzione diversa da quella, che
abbiamo indicata con la £(n.° 6) replicata quante volte esatte si
vuole; supporrd y* ‘+”7¢(‘y)

11. Siano di numero g1 tutti i xisultati fra loro diversi,che
producansi dalla y', col ripetere su di essa quanto si vuole I’ ope-
razione rappresentata dalla o (V , VI

“10), ed abbiasi per-
cio ©5(y')=y". 8i scrivano qui sotto tali risultati in una colonna
verticale , e veplicando su ciascuno di essi I’ Gperazione espressa
dalls £, si formi Ia tavola (X) .

AR U0 N0 A O TR L 9 P

T e E s 1 DI V0

o), £e()s 7% () P G l)es
(x) sely), £l £ «(,v ec. 70,

E)ut2 (), £102 (¥)s 5 (¥)s eo

L) LIPS D ee LT,
PORS0D) P ()L (), ec

PR SRR, o PTG,

ec.




/

By, S22 ), S5 ) ”" )
Sy £ ), j--p.lai.\r;t,.)! )
ec.

) 5 (), P25 y)

£y ,f”' Sl U1 e

15. [. Osservando questa tay
tutti i suoi termini, eccettuatine quelli dells
tale , ¢ quelli della prima colonna verticale , rappres
te funzioni della ' composte (n.° 2 )

11, Essendo tutti fra lor disuguali i termini della prima fila
orizzontale , e cosi disuguali fra loro tutti quelli della prima co-
lonna verticale (n.°g ), tali per lo(VIIL n.® 10 saranne {ra lo=
ro ancora tutti i termini di ciascheduna riga , & tali fra loro tut-
i quelli di ciaseuna colonna. Non potendo per
fra i termini posti in file , ed in colonue diverse, suppongansi u-
li fra loro i due termini /g’ (;-},_,f 14l (5') , ne quali siano ¢
—, mentre i sia disu-
 disuguale da d -

(Xy

\ fila orizzon-

entano tan-

dirsi lo stesso

guale da [, né pul!.-x essere i=l, mvnl

I11. Dalla precedente Equazione f* @ () = f* ¢' () ritraen-
dosi f° @ (') = F2¢" " (), osservo, che essendo tanto ' co-
ne addotta nel ( VIL

me @° (') valori della y , potrd per la ra
n.° 16 ) porre ¥ invece di ¢ (y) e ne verd € (¥) =
Rt A iy
ma da quest’ ultima ottienesi pur nche 7% (')
Dunque mmncsm.nmml dalla £ () un termine della pri-
2y e dalla ' () umo della prima colonna ; ne segue ,
no dei termini (X) ug ansi di lo-
nte da cio uguag] :I ira loro un ter=

ma rig
che , se due gualsivogli
ro ; dovianno dipendente
mine della prima fila con uno della colonna prima .

Iv.
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= Tif 3 e
IV, Se nellaf ™ (y) =¢ {y) { prec. I ) gl indici ¢ — 4,
£ — isono positivi, chiamo il primo di essi e, il secondo che
se uno di loro , od amendue voglionsi negativi, chiamo
vamente ¢, & gl indici di que’ termini, che sone in corrisponden-
za ugnali ai due 7~(x), ¢y}, & che pel (VL. n.°10) deggiono
in (X) nelle prime due linee orizzontale, e verticale. llnu-
12 s fosse k= , oppure =1,

esiste
mero & pol deve essere > 1, pi
ne verrebbe nel primo caso y'=f(y) , e nel secondo &(y') =
3" £y}, il che per le supposizioni fatte (n,°14, prec.1L,111)
non pud ess

V. Ponendo invece della ' nel primo membro dellaf{(y)=2"(y)
idola @(y),ne v « i

Ta quantita f*(y’), e nel s
petoin guest’ ultima B

der Skt 1 3 i 1Y X
remo f(y) =q¢3 (y')3 proseguo Poperazione istessa, e ci risulteri

snr.-ccssivnm-:hlchc(j' =®4Q(j')gfn"('y')=¢5k{j}, ec. Dunque in ge-
nerale avremo /() = 'r:rh‘;ﬂa essendo 7 un intero q
Ora per la ragione stessa, che si & addotta nel (1. u
sisultati g, @5)5 6" (y) s ©°(y) 5 ec. ne deggiono esistere degli
uguali fra Joro 3 supposto adunque a:"c'{_y') - qa"’"’”‘i"(y') 4 ne verrd
&*(y) =3 ; e per conseguenza la serie ', cbk(_,'), q;"kb‘), q;g*'{,'},
ec. & tale che dovrd in essa proseguendo riprodwsi il primo ter-
mine ' . Supposto pertanto, che &*Hy') sia il primo termine del-
che ritorna =y’ , onde tutti i termini

=k

la serie,

A T SR s |

(x1) 158108 U)o () ce.am : :
siano pel (n.° 9 ) disuguali fra loro; gli aliri termini, che si ot-
terrebbero successivamente , aliro non sarebbero, che questi
stessi continuatamente replicati (V, VL. 1.° 10. ). Lo stesso si di=

ce dei rermini;',f'(}‘J,f'(J-'),jés(j') , ec. Dunque a cagione di
Filly) = (n’k(;') ,edi ¢%(y) =y, avremo ancor I’ altra serie

(x11) AL L0 ) ac-,;{‘“”‘(;') :
I

Tomo XL, Ia




314 Avcuse Propncema’ GENERALT DILLE FUNZIONT
o dell’ altra 2

saranno di numero s, ed

Ia qu

ri dotata delle proprieti medes I, ei

dell’ una , che dell’alt

LI, LI, TV, ) 5 sia 67(y)
le della (X) in-
termini della prima fila ovizzon

V1. Poichs si & supposto & < g ( pr
il primo termine, che nella pris
contrasi nguale ad uno de
esia =7%(y). In
colorna ver
ad un a/

olon

&p
(y') dovra nella prima
sale essere il teraiing secondo, che trovasi ngual

ale ipotesi o dico che ¢

tro della prima ri
iy = Fly) 5 in eni i <k
P (J.‘J o (y)s posta la y
rebbe o/(y) = £ y). e perd a cagione dii < £,
be piti il primo termine, che nella prima colon-
e ad uno di quelli dells Tinea prima, contro la
suppasizione. Avendosi poi 9°y) = /*(y), 0™ (y) = £(y) » ec.

. ¥. ), con lo stesso precedente discorso, traveremo ,

Impercioechs se, cio negando;

risultandone o° ’!’)'(_y') =

nvece del-

4), ec. sono i sucoessivi termini terzo, quarto . ec. che
ma colonna incontransi nguali a dei te lla pr
linea orizzontale. Dunque nella ipotesi del (prec. IV.) dovianno
esistere nella prima colonna della tavola (X) glis termini dell
rie (XI) ugnali agli s della (XII)3 ma i termi
serie es
tayola (X) esiste
lelinee k + 1 esima, ok -+ 1 esima, 3%k ~+ 1 esima ec. , ciascuna
delle quali a

1i ¢

i di quest” ultima
< Dunque pel (X. n.%re) nella
anno s — 1 linee orizzontali oltre la prima , ciod

suoi termini ngnali ai termini della

prima .
VIL. In egual modo si vede, che 1o e - 1 esima, 2e -~ 1 esi-
lella (X) hanno i suni ter-
ali a quelli della colonna prima,

ma, 3e-+1 esima.ec. colonne vertic

mini ug

iccome poi a cagione
dis(k—1) < g (prec. VI ), disle—1) < %, e di o(y) ,,- =
FU() {prec. V.), il numero sk non pud essere nd n
minore dig (II. n.° 14 ), ne I"altro se di & ; ne segue
/5 & pex conseguenza che nella ipotesi del (|
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cio allorquando esistono nella (X) due tevrmini fra loro nguali, i
due numeri g, & dovranno essere necessa nente composti fra
loro, ed avranno per comun divisore il numero 5. Se adungue
&/ sono primi fra loro, i termini della tavola (X) saranno tutti
fin lor disuznali .

VIIL Giacché ciasoun termine della serie (X1) uguaglia ci
seuno della (X11) ( prec. V. ), ponendo aly) i mveu, de'tln s
") = 1 (3) 0 ) =0l 6T ) = (50 e
@ ) =) : ma i secondi membri di queste Equa-
zioni non sono che tanti termini della seconda fila orizzontale
nella (X) e i membri primi tanti termini della prima colonna ver-
ticale, i quali non solamente sono tutti disuguali fra loro, perche
nati con una medesima sostituzione da’ termini, cioé dagli (X1},
gid tra lor differeuti (pree.V) ; ma son disuguali eziandio da tutti
li (X1) medesimi, perchié sc si volesse "7 (y) —¢ "), ne ver-
relibe ¢(M'}[+’( ') = ¥, e quindia cagione di ¢ (1) =y (prec:
V.) dovendo essere (r— £)& -+ 1 = psk (I1.1° 1o}, ne ver-

vebbe &= 1;:;_-‘_7 s por conseguenza & non maggiore dell”

unitd contro del ( prec. IV ), Dunque a cagion delle precedenti
ey i) = fely), ') = £l 67 ) =
*o(y) ,ec. dovranno pel (X. n.° 10) esistere nella tavola (X) altre
s'— 1 righe oltre le s accennate nel { pree. V1), ed olire la se=
conda, in ciascheduna delle quali i termnini si nguaglieranno ai
termini della seconda medesima . ’

IX. Sia k> 2: per I ugnaglianza delle serie (X1), (XI1), col
porre *(y) in vece della y', otterrassi -bi'*'"(_y') =/ y), @"i‘Jr“(_y')
= £%ly), cc“*“(y’) =£"0(y), ec-5 ma tutti i termini ¢ +(y),

1“’“(}] q: {y') » ec. sono disuguali fia loro, e disuguali tanto
dai termini (XI), comedai p:css&cl:11¢3+'(;) p‘“"(y), paH"('y'),

e€c. ; il che si dimostra, come nel ( prec. VIIL) . Dunque rinnovas
to
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1o il discorso del citato (prec. VIIL. ) vedremo esistere nella (X)
oltre le accennate nei ( prec. VI, VII ), ed oltre la terza, altre
3= 1 file, ciascuna delle quali vgnagliasi alla terza .

Posto k = 8, poich dalle (XI), (XI1) si ha o*(y) =0y} .
&y = Foorly)s 07 (y) =% (5)s ec. 5 replicato il prec
dente discorso , si trovera dov stere nella (X) olire le sov:
cennate altre s righe , compresavi la quarta , ciaschedunadelle
quali &uguale ne’ suoi termini alla quarta medesima. Ora lo stes-

mpre a dire , finche si formano le Equazi

so proseguesi
I e TE P Pl
o) = £ T T =S e ) = £ ),
ec.. Dunque nella ipoteside’ ( prec. I, 1V ) le prime £ linee oriz-
zontali della tavola (X) uguaglieranno corrispondentemente le

seconde k, le terze k, ee.sino alle s — 1 esima k.

ni

16. Teor. 5.° Se abbiasi 1" Equazione (y) = @7y, in cni

#, e B siano due numeri interi qualsivogliono ; io dico , che deve
esistere sempre un intero p,ed un determinato numero A ( X1I.
ki

n.° 10) tale, che abbiasi & (¥) =/ # (y), essendo pel citato (XII.
n.’10) f"(_y‘}:_y‘ :
Pongasi ¢(y) =

ce della y' nel primo me
7(y)5 repl
'); proseguo ad esegu
« per ultimo risultato otterremod’(y) =" (y) 5 ma per la ipote-
si si ha o)) = £(y); dunque sard ancora 0 =) Ona
tutte le espressioni aventi la forma f1(5), e divalore = f7y) di-
penflona dalla espression generale /7 T(y) (XIL n.° to ), men-
tre all’ intero p , ed alla 2’ si attribuiscono gli opportuni valori.
Dunque dalla 5rc55aﬂ”+'b‘] dipendendo ancora ]af”‘(':,’) , dovra
potersi dare tanto alla 2, comeall”intero p dei valori tali, che

vendano fz=phk' +- %, ¢ quindi & = £
[

f*(y) - Collocando in questa Equazione inve-
bro lag(y), e nel secondo laf“(y) , ne
questa sostituzione, ed avremo ¢a(j-]
finche I’ indice della ¢ divenga f,

. Dunque ec.
Can~
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Cangiato il valore y' nell'altro 7, dull Equazione /%0

“+u

7

gf[y("’), che ne viene , ritrarremo egualmente q;{)‘m) =i B,
17. Teor, 6.° Qualunque siansi i numeri interi 2, 8, e quas

lunque il valorey' della y dovri essere f“a-‘c()"")) =’ ).
Avendosi ¢5(,\") — el =th;(y(4)) (1,1l n°14), ne verri

piii Gl il

WPy =p U (npree), e pero o =f § 09,

(ph' -+ 8 getlph g

PP e ey 5 ) ma dal

(plr=ri8

FF (5ol porreinvece di y a6,

(PH—-h)a+ g

)

e quindi £y

stessa 675

(]
)

Jitraesi ancora & ) =F % 1')’{“)}, Dungue sari ¢y
=#r0"):

18. 1. Sopra uno dei valori della y diverso da ), sopra yl") 5
eseguiscansi quelle operazioni, per cui dalla quantit y" sonosi
prodotti tutti i termini della tavola (X)', e i risultati, che ne
vengono, suppongansi sritti con la stessa regola in un’ altra ta-

che la prima (X) cambiata la

vola . Questa seconda altro non s

¥ nella _v{“’-,u per conseguenza verificandosi su di essa le proprie-
14, che abbiam veduto nel (n.°15) appartenere alP’altra; ne
viene che ancora in questa, se i numeri g, i sono primi fra loro,
tutti i gk termini, che la compongono, saranno diversi fra loro.

11. Se uno qualsivoglia dei termini della seconda ora indica-
ta tavola si uguaglia ad uno di quelli della tavola (X); io dico, che
ancora tutti gli altri termini di quella dovranno in corrisponden-
za essere uguali con tutti i termini di questa . Diffatti supposti
432 Toro uguali i due termini £%%0), /72" ("); osservo, che per
una tale ugnaglianza tutti i termini della  + 1 esima fila oriz-
zontale della (X) sono gia pel (X. n.° 10.) uguali rispettivamen-
tea tutti i termini della &+ 1 esima fila orizzontale della tavola
EE=
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17. ) abbiamo £*

seconda . Ora pel (n.”
=o’7); .1..uq=u
=o' FiPy ) )

osi £ (y) = 70" ("
ST ) = 76", e
termini mar. ol (X delis vighe F i n eaimiis ol
(44 esima , cc
la tavola seconda delle 1
sima , ec. Dungue tutte
risultando nella cor

tutti i
3 esime
ispondenza nguali ai termini 1

arauno 1n co
ghe J —+ aesima, &+ 8 esima, S~
linee orizzontali di una delle due ta-

vole pettivita ora accennata nguali alle li-
nee dell’ altra, ne segue , che ec.
: Sl s :
IL. Dungue seil valore y' & diverso da tutti i termini (X),

ninno dei termini della seconda tavola potrd ugnaglin
no di quelli della‘tavola prima.

19. Teor. 7. Supposto il numero z dei valori tutti fra loro
diversi della y, come el (I n.° 14 b3 se sia b numero pri-
mo, io dico, che nella tavola {X) dovrd essere

1. Cominciam dal supporre, che tutti i gh valori della (X)
siano d-m gnali fra loro, non potri e
i, 86 & Ixussni\ii
i altri valori de!
lgh41)

i ad aleu-

g>0&.8e dunque si
sE=<b. tendo in
Ila y, oltre i gh contenu-

ti nella tavola [X) , sic
mi, come si € indicato nel (L. n.” 18), un” altra tavola simile alla
precedente . Poiche y*"F') & un valore diverso da tutti
tentinella ;\)' tuttii gk termini della favola seconda saranno peL
{IL T n." a8 ) dlsuﬂu‘\h da tutti i termini della prima , e disu
guali fra loro : dunque unendo gli uni con gli .nl[u, avr
B vl e o bt b T i e il
non pud essere sgh = bk, poiche ne verrebbe ag
& non sarebbe pitt num no, contro lasupposizio
oltre gli 2 wati 2g% valori qualche altvo ne doy
lor differente:

ano di tali valari, ¢ con dsso si for-

li e

mo eosi

=1 (ILn14),
b s € quindi
e. Dunque

sistere da
(25h41)

chiamato pertanto y uno di questi ultimi, for-

mi-



DiL Sies
misi conesso una terza tavola simile alle due procedenti . Doven-
do pei citati (1, 111, n.* 18 ) contenersi anche in questa‘terza gh
valori della y disuguali tra loro, e diversi da tatti quelli, che Ii
precedeono , abbiamo cosi 3gk valori- differenti tra loro; ma per
la st essere 3gh=bk -
Dunque dovranno nuovam

Paoro Rurem: . g

rione non pud

e esist:
Bsita) . potré formare una quarta
in tal modo 4u/ valori della y tutti fra lor disu-
tendo, per quanto si e detto di sopra, nemme-
3 S5k, Ggh, 78k, e

£ aleri valori della 'y, con cuisi pud costruire una
ta l'nnh,mm sesta, una seitima , ec. all’ infis Dunque
&, il numerno dei valori tra loro diversi del-
ito 3 ma avendosi p = kb numero finito; ¢id non

¢ Dunque ec.

1L Vogliasi in secondo luogo che due’ dei valori de ta-
vola:(X) siano uguali fra loro, e pero che si abbia f1(y) = ¢'(y)
(1L ec. V. n 215, ). In questa ipotesi i valori tra love diversi
della y nella tavola [\) rinlucun'i ai soli Lk delle prime £ file oriz-

dei valori ulteriori, on-

de con nno di
tavola,

i, chie dird y

a non |

4l = biiy n

no essere

neor

zontali (VILI, IX. el maniers si viducono a so-
1 Ak i valosi tra [w 0 |]u< tsi della tavola séconda, cost quelli del-
la terza , della quorta, ec. , e frattanto pel (IV. n.% 15. ) esser de-

ve & = 1. Dunque replicandosi quivi col numerc 4k il discorso
stesso, che si & fatto precedentemente con 1’ altro g 5 verremo
alla medesima conseguenza , e perd ec.

I1I. E Eacile a vedersi , che, come el (II. n.° 12.) il teore-
ma medesima si verifica eziandio,, allorquando sin & numero com-
posta, purchi: questo & non sia multiplo di g (pree. 1), o di &
( preca i ) 3 onde & dovrd essere sempre uguale ; o multiplo ris-
prttivamente di'g, odi £, e perd il numero 2 =hb sard sempre
nguale, o multiplo di /ig, o di fik+

a0. Peor. 8. 8iano nelld tavola (X) i due numeri g, A& primi

tra loro, e preso in-essa un termine £*¢(y). che dis
verso da tutti quellidella prima linea orizzontale, e da “quelli
del-
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ale , onde i numeri @, f# siano amen-
i< h,ilsecondo <g , sia in conse-

della prima colonna ve
due > 0, ed il primo di e
guenza del (n.° 3) = F(y) . Cid fatto,, iodico che dalla espres-
sione F1(y') , coll wttribuire alla 7 isuceessivi valori o, 1,2, 3,
* i ottengono i £h valori della (X); e questi va-

ec. gh — 1, tutt
lori col porre ulteriormente g = gh, gh +- 1, gh—+ 2, ec. non
fanno, che successivamente, e continuatamente ripetersi .
Poickit essendo tanto F( y) come = ¢fi(y) = y"‘" , abblamo
[#7(y) posto invece della y' nel primo membro di gue-
ne la Fly) , e nel secondo la f4(y), ne verra Fily)
— 6576 (y) 5 ma supposto &(y) = 5, pel (n.* 17.) abbiamo
q‘“_,-“()-‘“]) :j"’gﬁ(jwj; dungnue collocato nnoyamente invece del-
12y @il suo valore ¢%(r"), ci verri 0° F0°y) = f*(y), e perd
F(y) = £ ¢™(y); nella stessa mani a essere F(y') =
FH%y), Py )=fte%(y), ec., e in genc = 1% y).
Ora supponghianio , che di numero Z siano i valori fra lovo diver-

si, che provengono dalla F¥(y) , e sia F'() uno di questi. Pel
(V. n210) Ey) s rie y' 5 F(>'), F*(y)»
F3(y); cc. il primo che ritorna = F'(y) , e tale per conseguenza
sard il termine Y @951 ma essendo i due numeri g, % per
la ipotest primi fraloro, i termini della tavela (X) sono tutti fra
Joro disuguali (VILn.’15); e perd il numero intero da aggiunger-
si nella £ ¢%(») all'indice #i, e I altro da =
fi, onde ottenere un altro termine = #* #%(r), 4+ siono essere,
il primo multiplodi &, ed il secondo di g (IV, ¥, n.° 1o, I, I, n.*
14) ; e frattanto per le condizioni supposte Pindice della f deve
esserc sempre multiplodia, e quello della @ sempre multiplo di
£. Dunque , dovendo il precedente termine b ) = it
ot BTEEY

4 fra i termini del

siungersi all’indice

s uno della forn Jove pyr
ateri opportuni all’ intento, avremo « (1)
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= afph+i), fi+i) = Clg+i) , € perd 1= ph=rg, e quindi L

=%. Ora essendo’ g, & numeri primi tia loro, I’ Equazione

£ gi di A ¢
.‘{‘_ = - ¢i dice che i due p, » non possono essere, che uguali , o

cqumwltlpl: degli stessi g, /;; ma essendo per la ipotesi 1"“’“0 )il
primo terming, che nella serio proveniente dalla Fi(y) ottieucsi,

aseendendo, = | (_y’) alle due lettere p , rdeve attribuirsi il va-

lore intero minimo capace di rendere J— 4—- dungue dovrd es-

i r=/, e per conseguenza aviemo J:z& Dungue tut-
4 § valori, che risultano dalla Fi(y) col porre successivamente
g =idyi-kUyira, i3, oc.i - gh— 1 s0n0 fra lovo disu-
ghali; ma essi sono di numero gk, sono tutti valeri della y, ed i
pud essere a piacimento = o, 1, 2, 3, 4, ec. Dunque ec-

a1, Sia nella tayvola (X) il numero g composto con k., ¢ sia
come precedentemente g = ks , A= és, essendo’s il loro. mas
o comun divisore , ed essendo 5 primo con k. Pre=o in questa
supposizione il tu-minﬂq:‘{y') nella prima colonna della (X}, faccio
o'=z; nevmm@(})__z(j 0T ) =2"(r): CP%;V) =a'(y), ec.

) = 2, By = ) ma tusti § prini wembri di
queste bq\zazxomscno disuguali fra loro (IL. n.° 14), ed avendosi

oy =0f(y) =y visulta g }{y') = ' Dungue essondo 7 (') un

valore della y tale, chie col vipetersi; quanto si vuole, della fun-
zione espressa dalla , ottengonsi selamente i & valori tra loro di-
Vers

(X1 s aly)s w2, wl) s ce 2 TG,
ed acagione di s primo con k,e massimo divisor comune dei. due
kg, essendo £ primo con &3 ne segue pel (n.® pree. ) che se pren-
dero un tclmlnefw () 5 in cui abbiasi e >0,e<hif>0,
e<f;, e lo faro =F(y), ne segue, dissi, che]'esprrasnonel“’(y),ccll
attribuire successivamente alla ¢ i valori o, 1, 2, 3, cc. Il — 1
Tomo X11I, Ss tut-
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tutti ci dard gli &k valori tra loro diversi (VILn.%15) della y,
che ottengonsi combinando , come nella tavola (X), tutti i i
dipendenti dalla f7(y) con guei tutti, che dipendono dalla =%{y') «

23, Teor. 9.° Supposto n, ossia il numero totale dei valori
della g fra loro diversi = abede . . . , in cui a, b, ¢, d, e, ec. sia-
no tanti pumeri maggiori dell’ unita, primi,
jo dico , che esiste sempre un valore della y funzion,
esprimerd per F(y), dipendentemente dal quale tutti si otterran-
noivalori della y coll” attribuire nella Fi(y) all’ indice ¢ succes
sivamente i valorio, 1, 2,3, ¢c. B — I .
uque dei valori della y diverso da ', per
esempio y', pel (0.° 6 ) = fly}), osservo, se il numero & (n° g,
V, VL 02 10 ) dei risultati (Vi) &, 0 non é=n. Se lo & allora pel
(L.n.°ro) lajY i inmisirerd nellindicata maniera tutii i
diversi valori della y ; ¢ quindi essa /*(y) altro non sard in que-
sto caso, che la precedente F7(y) .

11. Che se non abbiamo A=n ; dovendo inallora il numero &
pel (II. n.° 12) essere summultiplo dellaltro iz, @ dovendo percid
essere nguale ad uno, o al prodotto di due , ovvero ditre, o di
pitt de” fattori a, b, ¢, d ¢, ec. , porrd /i = ab. In questa supposi-
zione poiché risulta /s < n, prendasi un altro valore della » diver-
so da quei tutti , che dipendono dalla f*(y), per esempio il valore

s ¢(y) (1. n.° 14), e determinato il numero g (IL. n.° 14)
de’ valori provenienti dalla a’(j'), osservo se sia g =, oppure <n.
Se trovasi g =n, allora questa ¢*(y), coincidendo con la F'(y),
fara verificare I’ accennato Teorema .

1II. Se poi abbiamo g < 2, osservo, se alcuno dei valovi
provenienti dalla ¢7(y) , mentre ¢ sia > 1,6 < g, ugnagliasi ad
alcuno dei valori provenienti dalla f(y), in cui abbiasi 4> o ,
& </, 0non si uguaglia. Nel caso, in cui succedd una talo ugua-
glianza, posto per esempio f*(y') = ¢'(y), in cui il numero ¢ su-
peri lo zero, esia < A, e I'altro £ superi " unita, e sia <g; pel
(VII. n:"15) dovranno i due numeri i g avere un divizor comune,
€ chismato questo s (V. n.° 15 ), dovri essere f=es ., g = fs.
Ora per le ipotesi fatte , abbiamo . = b, ed a, & sono numeri

pri-

1. Preso uno qu
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primi ; dunque dovendo risultare s=a, oppure =% ,oppure
=ab, e dovendo pel (I1L. n.° 19.) essere & un divisore esatto del

quoto - = cde ..., dovri esso £ ugungliare uno, o il prodotto
didue , o pini dei fattori ¢, d , e, ec. Supposto pertanto k=¢, e
perd g =cs, facciasio’=z; risultando da ¢id o'y) == {¥)0" (y)=
w070 = 2, oo %) =y = () , la funzione =7() ,
col dare a g isuccessivi valori o, 1, 2, 3, ec. el somministrerd ¢

valori diversi . Prendo ora un termine f“2%(y!), in cui« > o,
e<h: f>0.e<c, & pongo [ =, onde F2 ) =l(y).
Essendo %, ossia ab, ed il nuinero ¢ primi, per la ipotesi , fra di
Toro., In \L7(y) pel (n.° 20) cidard un numero ko= abe di valori
tutti fra lor differenti, mentre facciasi successivamente g = o ,
1,0, 3 ecihle—1.

IV. Suppongasi ora, che non accada la uguaglianza prece-
dentemente supposta trai due valori provenienti dalle 7(y) ,
¢*(y) . Tn questa ipotesi dovendo pel (1II. 0.° 19. ) essere g un

=cde...,porrd ess0 g =c¢; e fatto quin-

divisore esatto di -

di; come poc’ anzi , 6% =1 , onde /* “y) =1{y); come poc’
anzi vedremo, che anche nel caso presente lal(y’) ci sommini=
stra un numero fic = abe di valori della y fra loro diversi .

V2 Se nel caso del ( pree. 11E) &, e nell altro del ( prec. IV )
g in vece di essere = cfossero stati = d, oppure=cd , oppure
de, oppure, ec., lal?(y)) ci avrebbe in comispondenza som-
ministrati abd , ovvero abed , ovvero abede, ec. valori della y;
ma per quauto abbiam detto nel primo caso &, e nel secondo g
devono necessariamente uguaglinre unoy o il prodotto di due, o
pitv dei fattori ¢,d,e, ec. Dungue il numero,. nel caso primo i 5
nel secondo kg de’valori provenienti dalla «(y)) superera, ¢ sara
multiplo del numero & dei valori provenienti dalla f1(y'), ¢ saurd
imsieme uguale, o summultiplo del numero totale .,

VI. Ritenuto, che fe == abe ( prec. IV ) sia il numero
dei risultati , che provengono dalla+ '(y) ; poiché avendosi

Ss a abe
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abe < n , esistono degli ulteriori valori della y , pre:

LE FUNZIONT

Tase

ne uno di questi ultimi, che chiamerd }'ﬂ; 0 e pel (n.
porrs = P(,‘t")- de

te, e sia i 1l nume

otandosi

illa pla funzione corrisponden-
o dei risultati diversi, che nascono dalla

#ly)- Gome nei (prec. 111, IV) g relativamente ad 2 5 cosi in

questo luogo il numero i vedrero , che deve sempre essere o di-~

visore esatto di = de ..., od avere con guesto prodotio

de . . .un fattor comune > 1. Supposto pertanto nel primo di
questi due casi i=d, ¢ nel secondo i=td, fa

io in questo seeon-

do P’ =&, & poscia, supposto al solito# >0, < fe, E>c,=d,

mo ¥ ¥, e nel seconda L eF =7, e la fun-
zione '(y') pel (i 20) ¢l somministrerd ficd = abed valori di-
versi detlay :

ongo nel easo pl
&

Ora rifletto, che potremo sempre, finché rima
Tori ulteriori della g, proseguire il precedente discors:. ; e le ope-
razioni accennate: ma i numeri ab, abe, abed ,ec- dei valori,
che ottengonsi dalle corrispondenti Funzioni /(y"), L 1(y'): #'ly) »
ec. vanno sempre crescendo, @ sono sempre divisori esatti di n
( prec. V ). Dunque dovremo sempre ginngere finalmente ad una
di tali funzioni, la quale, coll’attribuire alla g i snceessivi valori
0,15 2,3, ec. » — 1 tutti somministrandoci ghi n valori della y 5
altro non sard ohe la soyraccennata F1(y) . Dunque ec

23. 1. Ritenuto n = abede . - . (n.° 22,
cedente Fily), i ltati

75 B(r)s P » Fly)s ec. B (.
altro non saranno che tutti gli z valori ‘della y. Chiamato ora i
uno dei divisori esatti di 2, e supposto percio n = il, essendoi ,

gono dei vas

s € trovata la pre-

ed [ numeri interi, faceiasi F* = #. Risultando da ques
st Fi(y) = w0, Foly) = 2 () B¥0)= 2"y, e V()

= wi[,‘) = »'; la funzione #7(y) somministrerd un numero £ di
alori dellay .
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IT. Supponghiamo i = bede . . ., ne verrh I=a; se «i fosse
J supposto i = acde « « ., oppure =abde . . ., oppure ec. , sarchbe-
81 in corrispondenza ottenuto [ = & ,.¢, ec. Bungue corrispon-

de

l dentepiente a ciaseuno dei fattori dell’indice n & se

| minabile una funzione della ¥, la quale ci sommiaistri esatta-
menie tanti valori ira loro diversi, quante unitd si contengono
nel fattore medesimo .

LI Vogliasi per esempio 5 I/P.Esspmtoin quest’esem-
ba=2a, b »€="5; chiamata ¢ una
i terze; e 3 una delle secona

delle radici quinte, £ ur
de delia nnita diverse dai’ unita medesima, le espressioni a®y’,
By, 3"y ci daranno la prlm.nmqm- la seconda tre, e la terza
due valori della y. Preso poi neila#%’ per g un valore >0, e <5
pet eempioil valore 3, nella £%' preso un valore >0, ¢ < 2, per
esempio il valore 1. e supposto il prodotto «if = {
1 'yl cidird pel (n.°20) 5.3 = 15 valori tra lor disuguali d

l Preso finalmente wella 37y per ¢ un valore > 0, ¢ < 2,¢i08 1 ,

enellas’y’ un valore > o, &.<<15, per esempio 10, e fattos™
| 3¢
Ia ¢'(y) tutti somministrerd i 3o valosi della y P(n.prec),
tali rssendo i seguenti, v, &'y 2y, 80" ec. £2% .
1V, Nell’ esempio del (11 0. 1) vogliasi m = ab , esserido
@, b numeri primi ( prec. n.”). Sarnnno evidentemente valori del-
Ia yivi determinata tanto gli a che provengono dalla espressions

14
ok
3 Dato poi nella prima di queste espressioni alla g un yalore > o ,
A € < a, che chiamerd 7, e nella seconda dato alla g un valore > o,

e < b, chechiamerd Z, formo la funzione Cos, [ (L - ‘ﬂ") g+

= :—3), come i &, che nascono dalla Cos»(

£ ¥, e qaesta esibird, col dare alla gi successivi valori o, 1, 2, 3,
aF 2 7
ec. ab — x tutti gli ab valori della y ( n.° 20, prec. ). Per meglio

cid riconoscere riducasi tale espressione alla Cos. [ g (%)
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-+ ":7] Ora il numeratore i -4 2l io dico essere primo col deno-

minatore zb: perché se non fosse tale, non potrebhe avere con lui
altro divisor comune, che la guantitd a, o l'altra &, 0 tutto Pinte-
ro prodotto ab; ma adividendo al, e non gid bi, e & dividendo
bi, e non gid al, non ponno né I’ uno , né 'altro: esattamente
dividere bi+al : dunque questo numeratore non potrebbe esse-
re divisibile che per ab. Supposto pertanto &i + al=abr, ridu-
co questa Equazione alla i= a (br —1); ma da essa io veggo,

che &i dovrebbe contenere esattamente @. Dungue non potendo
€id essere , non potrd neppur essere ab divisore csatto di bi +al
In conseguenza di cid tutti ghi @b valori, che acquista la espres-

- (Fi4-al)q 5 . o
sione Gos,( Lis :‘; ’—-”) , mentre si facciag=o0,1,2,3, ec.

o
dgmtse 4
L= )sz\mnnu appunto tut-

ab — 1 saranno disugnali fra loro. Dunique tutti pei (V, VI, n.*

ugnagliando gli ab valori della Cos. (
ti gli ab = n valori della y .

a4. I. Chiamato F#( ) uno qualunqgue degli z valori della y
(n° 5), avremo F2"(y') =y, Scritta questa r.,p
(F5"(>') =y, pongo F* = Z, ne verri (£)(y) = ¥’ alun-
que dei sisultati, ohe vengono espressi dalls si collochi in
Tusgo della Z, la (Z)"(y ica sempre. Dunque chia-
mato radice d: una Ln]mnuue tutto cid, sia valore, o s
di operazione, che posto invece della incognita la fa verificare
gli esposti risultati saranno tante radici della Equazione in Zora
frovata.

1I. Abbiasi n= abcde ., ., € si supponga , che la funzione
#"(»') somministri un numero & di valori della y- diversi fraloro ,
che la L*(y') ne somministri un humero &, la 4 (»') un numero ¢,
& cosi di seguito, onde sin 2°(y) = 95 L'0) =0y £ly) =55 ecn
Chiamati p', p", p", ec. degl’ interi qualsivogliono , avendosi
2= )

te maniera di scrivere, e supposto z*'

zione,come segue

1.0my

L indice

¥ ot “(¥) =¥'s ec. , ritenuta la pr ru'r]f.‘n-

HpE
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ec. y otterremo ()°() =% (@) =2 () () =#'s ec. Equazio-
ni, la prima delle quali a a—

& 2 8
per radici le o, 757 5 60 7, 2",

1,

laseconda 4,47, {.s, £C. 4.5'_', ,].E, la tevza le p, p’,ps, ec.p >
o e

Sesia y I/P, conservate le supposizioni fatte nel ( I1I.
% a3 Yrapportoal valore delle &, £, 5 ,pongo a?=1¢, ' =
w, e chiamata Z una delle radici trentesime della uni
corrispondentemente alle precedentisi otterranno le Equaz

ni
22 =y, 25}'“}' 1%y =y, v’y =y, la prima delle quali avrd
per radici tutte le trentesime radici dells unitii , la seconda avra
per radici le ¢, o, &%, a*, aF = 1, la terza l6 B; £% £ = 1, e ul-
timaley, p'= 1.

GChe se si abbia y' = Gos. £, e pero y = Cos ( ) (1L
® 1), faceio #% = 7, e nelle quantith Gus,(‘i"l + -&) , Cos. (T
s ) Coa(“" + ) (IV. 0. 23 ) faceio ‘—’f-'E_ 4 —u, '%

=u, e le espressioni precedenti (Z)", ()°, ()" (¢)° equivalendo
nel caso presentealle abeZ, at, bu, cv, ec. verranno le Equa;

Cos. ( =y, Gus.(a# -+ ﬁ):

Cos. ( v+ ﬁ) =’y la prima delle quali ha per radici gli abe

4r G e dabex Lo ;
risultati 42, 2=, 2 eo. A= 4, la seconda i risultati 5;-',

!":!%Esec-ﬂl;-r—)’nﬁﬂ=4v,lalerzagiia]u-i5: £yl s
a

@ e

ec. if,,‘?_*, 47— fr, @ cosh Ia quavta i 4% o bn dor | ec, doiir,
e e

1

ILL Per quanto si & osservato mel (Vil.n® 1o) I’ Equazio-
ne
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ne {Z)"(y') = y' deve verificarsi qualunque sia il valore dellay.
Posto adunque in vece di questa y* la quantied P=n1(y) (n. 3),
avremo (Z)'(11(y)) = P; ma abbiamo ancora m(Z{y')) = P . Dun-"
que risultando 1I(Z(y)) = (Z)"(XI(y)) » ne viene che I’ escgnire
Y operazione indicata dallaTrsulla Z(y) egqnivale all’ eseguire:
Toperazione medesima sullay', ed al xipetere insigne le volte 7 la
funzione rappresentata dalla Z. Nel secondo dei precedenti esen-
pi> avendosi I1(y) = Cos. 5 = F (I1. n.° 1), preso nno qualongue

dei valori della 2 = #Z, per esempio il valore

o) » e ripeluta

1a somma di questo le volte abc avremo n( Cos (u:;?g)) = Cosd=

= Cos. (Br+p)=Cosip=P.

1V. Pongasi invece della y' la unita; le Equazioni de’ (prec.
1, IL) diverranno (Z)7(x) = 1, (%) = 1. ()} (1) == 1, (&2
ec. , e nel primo degli esempj apposti avremo e = | ¢4
=1, v = 1, enell’ esempio secondo risultando p = o; ne vers
vi Cos. abcZ= 1, Cos. at = 1, Cos. bz = 1, Gos.co= 1. Qui
di apparisce, come quelle proprietd , lo quali dai Matematici si
dimostrano appartenenti alle radici deila unita non sono gid paes
sicolari di queste radiei, ma appariengono, generalmente parlan-
do, a tutti 1 risultati molteplici, clie, come si & detto uel (n.” 1},
produconsi in conseguenza di una sola qualungue siasi operazio=
ne di calcolo algebraica »o0 trascendentale , ¢ perd non riguardas
1o le indicate radici, se non come uno dei molti casi, ne’ guali
esse si verificano. Ho detto generalmente parlando, perché men-
tre I’ operazione W produce un nuwmero infinito di valari tra lore
diversi ; come nell® esempio (111. n° 1), allora non possono evi=
dentemente aver lnogo quelle proprieti, le quali esigono, che

Ly

1" indicato numero sia finito . 4
V. Dalle stesse (Z)'(1) =1, ()11 = 1 (' (1) =1, (0)(1)=12
ec. si vede ancora che determinato il valore 9/ =W!(P) gli alti
valori tutti della y = 9/(P) possonsi dedurre dalla soluzione della’
(2)'(1) = 1, perche convscendosi da questa tuttiirisultati, che
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lo-

i tutt

sono espresei dalla Z=1 ? (pree. I ) , avremo qui
ridellnl

3)- Per tal modo negli esempj del (n.°1) possonsi dipen-
nte dalla unitd determinare attualmente i valori della y

siocchi ml(l n." 1) 'uohrlm P
l/r-’xl'l

do zunadelle radici 5

® uniti '\(‘ {(AlE:

© =0, e ver-

Fipalmen-

sard W(P)

tenel (T1En.%1) essendo P=17 Y P
disu-

= Jog. Poi-giry/—1

bt

e della

si dice se invece «

zioni Ly .

as. Teor. 10.° Olire la solita supposizione di ,’"(_)
3 (L 1L n2 14.)
10 dall

servata anche alera di¢f(y
io dico, che gli % valori; ehe proveng
agli &, clic nascono dalla e%(y’) .

I a I espreasion genevale del ( XIT. n.? 10. jj (,)
a primicramente A numero inte

ione f(y) = oYy} del (1.2 16) rica=

5
5 essendo - un

o perd

numerointero. Dall’ hq

vatasi Ialtra &(y) = f @ (§). poiché per la ipote
) =¢lly) =y = F() 5 colloco invece della #, €, &' i valori
rispettivi o, Ay vk, € ne verra E(Jl)—f '(" )» € per consegnenza

Hyh= 10 0) = £, ¢'ly) = F7) s ee o y) =

S, oMy) = ety
Tomo XIII, T

Ora
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Ora a cagione di g = ki primi membri i queste

sono tu

i disnguali fra loro, tali dungue dowianno essere £

ro anchei secondi 3o
10 /i non ponno essere

) (Vs V1.0 10). Dunque in questo primo caso sard vero 5
che ec.

11, Vogliasi il numero %' ( XIL n.° 10) uguale ad un rotto ,
e sia percio £ = ‘!— , in cuis, # sianodue numeri interi primi

fia loto ., Pel citato { XIL n.® 10 ) avendosi ancomf'”@‘) =
Sy
£ (¥)=y's quando non sia s ugnale, o multiplo di % : posto adun-
oh
F%()=y-
8=k, Ta o(y) =

pr

f—ﬁ(},’) del (n." 16) si cangerd percio nella 0?(_9‘) =ifia)se
quindi avendosi ¢'(y)=/"(y); sard oy }=F"(5), ¢*'(y) = £ ly)s
‘?37]]:.{“'[”(,1"): Al g(t,_..)x(j.)zfu.—-s)ﬁr(j.)n@m(j) = Ay

Essendo il numero £ primo con s, & necessa

b
y': ma essendo s numera intero, non pud risultare

]

que s = rk, sard &'

€ perd f"'(’,u‘
Abbiasi ora, come nel ( prec. 1) g = A, =
it

¥ dive

amente primo an-
5 sl . i
che con k. Dunque a cagione di ¢'(y') = y', tutti i termini @'(y'}»
i\ Sk h—=1)t; ¢ A8 R sl Wiy
%*ly), &), ec. ¢ V(y) saranno diversi da y' = ¢'ly) , € perd
essendo diversi fraloro, potro prosegnire sopra i membri delle
Equazioni ottenute il discorso medesimo, chesi & fatto sul fine
del ( prec. T), e giungendosi quindi ad una

medesima cousegnen~
za, ne viene, che ancor

n questo secondo caso ecy

T11. Che se si-voglia ' di valore non razionale. Qualunque
esso siasi, avendo un valore determinato , potrd sempre trovarsi
una serie di termini razionali, che dird A, B, C, ec. , i quali ab-
biano la supposta quantitd &' come limite . Ora essendo cia=
scuno di questi termini A, B, C, ec- intero,, o fratto, pei ( prec. Iy
11 ) rifletto, che,se invece di f*(y] i avesse /' (y) =y . op

BH-
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pure f“{y s oppurcfc(j ', oppure ec.; sempre nells
sidi g, i valori provenienti dalla @’-'(J-') risulterebbero ugnali
a quelli , che nascono dalla f1('): ma se in una serie A, B, G, ece
& comune a ciaseuno de’ suoi tormini, la st
prieta deve appartenere ancoia al loro limite. Dungue es:
la ipotesi 2' limite dei termini A,B,G, ec.,ed essendo attualmente
F(¥)=y's ne viene che anche mentre si voglia 4 non razionale
va la esposta proposizione . Dungue ec.

uua proprié

yera sa

26. I Suppongasi nelle f'(y') =5, ¢%{y) =" (LI n 14)
h=se,g=skyessendoe, ks> 1,¢€ facciamo f* == df=x";
e () =y, #6() = ' percid divenendo='(x) =5'» = )=y
(T2 23 )y i valori a(y)s 22(), o (), eee o'ly) dipendenti dal-
Ta #7(y) saranno pel (0.°25) nguali ai valori 20T ) =7()
€., % (y) provenienti dalla a4(y’); onde supposto ~'(y)= w2ly)s
in cui p sia un intero > 0, <'s, poiché risulta £y) = "(y), ne
viene yche ogniqualvolta i numeri g, 2 siano fra loro composti ,
¢ non sia 1" ano multipio dell’ altro, sopra i risuliati della tavole
(X) si verificherd sempre quanto & stato dimastrato nei ( V., VI
VIIT, 1X. n.° 15 ) in consegnenza della spotesidi F4y) = ¢'(y).-

11. Se sia il precedente numero s = a, tanto i valori dipen-
denti dalla 7%(y), come i dipendenti dalla #"*(y) si uguaglieranro
a quelli, che provengono dallaz'(y) (11 °24).

1IT. Pongasi k= 1, onde g =5, ¢ p =" . In questa ipotesi
risultando £ (y') = ¢#(y) ( prec. 1. ), ne segue, che gli s = g valori
valori /() /* ") » £ »

ec.f*(y) 3 ¢ per conseguenza ogni volta che nelle £'(#) = ¥

che nascono dalla ¢'(y) nguaglians

& (y)=y vino degl’ i wdici, per esempio I indice g sia sn mmulti-
plo, od ugnale all’ altro 7, i valori provenienti dalla ¢'(y) sono
tutti compresi tra i valori, che dipendono dalla f*(y) -
7. Teor) 11" Ritenuti i numeri interi a, b, ¢y d, 2580
(n.? 22 ) maggiori dell’ uniti, primi, e disuguali fra, loro, ec:
(n22)
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i, Binaid e, e
dico, chranche, allorquando
vri esistere , come nel (n.%22) una fi
sultati F{y), F(y) 5 F°(y
non siano, che tutti g

Prendasi il valor
dei valori f(y) d
i }s e il teorema s wostrato . Posto

e

a8 7 d" e L., prendasi il valore

14 ) diverso da tuttii precedenti,

(y), e sia

g(l.nl 1f) < pyed=a" 15 " & ¢ .. .., avendosi ciascuno
deghi esponenti &', &, ¥
ed interospel (I1I. 1.926) non potr:
sum
quind
parte ma,

T A e

essere fIE!E‘&Tn ;ll
ultiplo di 2: potendo perd csseré con lui comp
i esponenti &,

non =< .0

nguale; né

¥y s ds €5 o, essere nguali in parte

riori, e minori de’ z.unhl:um.lum ay g
suppongo per esempio &' = &', .4 <|Z b7 </ st <,
€., presi tanto in h s conein g
i pitt piccoli, e presi rapporto ad uno solo deg
pio rappor| to al solo g i fattori, che hanno g

pongo PR S g d

)
fa“ o ¥yl u( ; ﬁz_,‘ ,x‘ o

esponenti ugy

4. Avendosi quindi
{f -;"bd Lk

s @ Ia Secnhdab . di yal |de!Iangfl.i lore
diversi , ¢ saranno questi due numeri primi fra loro . Cid dun=
que essendo fau:m xy
un numero a® ¥ ¢ @' ... ., ‘che dird i, di valori tra lor difs
jen.uu della y; ed a cagione Jl >Fh S0 s
o > 4", sard questo i maggiore tanto di /i, come di g+ Ora o vuol-
(’,}— F(y)> e rimarri co-
81 dimostrata la proposizione : che se i < 1, preso un altyo valo-
re

ie la p™(y) ci somministrerd pel (n.” 2¢)

w0
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reidella g, ehe dird ¥ = oy} | diverso da tutti i gily), prose-
guoil [:u‘c:d\.i:fi‘ discorso , e trov
che denominerd g'ly) 5 la quale somministrer
dive £, = idivalon deila y tra lordisnguali.
= n,avremo ,a'( ) F(Jn‘;;::l ¢ 56 LS 2., s
Lo stesso pre:

O cosi i nuova lanzione ,

Ui OUmero., che

7

1o Lisi trova

que
ando inpanzi, €
ente razioc

ripetendo, quanio occor :
ché gl indici i, £, ec. vanno necessariamente ery
di valore , vedesi , ¢
funzione della y', ciod
n— 1, tutli successiv
Dunque ec.

a8, L. Poiche in, tutti i discorsi fatti finorala y' ha semp
mappresentato uno: qualunque dei valo
qualunque siasi quello fra talivalori, che ven,
lunque I intero n esprimente il numeyo de’ valori me
(.23 ; potremo sempre pei {1, 11, 20, 23, a7) determinare una

o5 poi

ndo sempre

e sempre duveemo infine ginngere ad una
lla Eely), la quale,
amente ¢i somministri i valori della

suppossi g=o0,152,3,

e

della y; e segue, che

propusto, e (ua-

imi

funzione I tale, che y', Fly'), I7(y), F™(y), ec. F“7'(y) tuti espri
mano gl 2 valori della y, e cio qualunque siasi Pope one ind
catadalla W (n.? 1 ).

1. Formata col

'(P) (n:°1), ed una nuova quanti-
(2 Q una funzione neue, che dirs fy,Q), e porrd

P, i pratichi su questa quantith P’ un®altra qualsivoglia ope
razione di calcolo, che indicherd con Wi, e sia Wi (Pl=u. Suppo-
sto che n' esprima il numero dei valori diversi, che dipendente-
mente dalla operazione W1 pud ricevere la z..e che ' sia uno di
questi valori , qualunque,, pel dimastrato precedentemente, sari
sempre determicabile una funzione, che dird F' tale che la serie

ol B (), TR ). FHe) , ec. F"”_')(u‘) tuiti contenga gli ' valo-
i della \Jlxll‘J In segnito se con una quantiti nuova R, e le pre-
cedentiy, # st formi un’altra fanzione razionale f( y,u, R) e chigs
mata questa P, cseguiscasi su di essa una terza operazione Wa
capace di daré #" rsultati tra Joro diversis posto Wa (PY) =2 5
uno qualunque dei risultati della z chiamato z', qui pure me-
diante una opportuna funzione F" sari determinabile sempre Ia
serie s




NZIONI

E J’IL(H‘IHI‘.'!J\‘ GENERALI DELLE

, ec. F™=!(g , in cni tutti si conten-
gono i m\on della Wa(P"). Potendosi cosi proseguire quanto si
viiole, vedesi, che quando sudi una data quantita P(n.% 5. ) si
faceia una sola operazione W, tutti gli » valori , chene dipendo~
no , possonsi ottenere {]IPCII[I(.IIU mente da una sola fanzione I,

e da una sola espressione F1(y') = I7(4'(P}) . ‘Atlorché debbonsi

eseguire due operazioni successive ¥, Wi, la prima sopra P,
seconda sopra P! = #{5,Q) basteranno due funzioni F, F ad otte-
nere tutti i risultati , che ne dipendono; ed essendo questidi nu-
inero an'y verranno tatti compresi nella cspressione

: [0 (F(Q.F2 (¥ (P)))) ] In egual modo saranno
sufficienti tre fanzioni F , F', F” ; onde avere tuttii valori, che
nascono da tre snccessive operazionid, Wi, W2 praticate la prima
sopra P, la seconda sopra f(3.Q); e la te sopra fi{yu,R) ; ed essi
di numero pr'n" saranno somministrati tutti dalla
P (=) = B0 [ (£ (R EIRY, B (Q.E () D)
Cosl in prog
UL Allorché 7@ numero primo , volendosi ﬁpruncro i va=
lori della ¥ (P) col mezzo di una fanzione della y, s&l saranno
tutti necessarinmente compresi nella sola F#(y') (n.° 11) , e que-
sta sard sempre una funzione necessariamente semplice (n.
Che se n & numero composto, potranno hensi ottene
ori della W(P) dipendentemente da una sola funzione
F!(»') ( prec. 1), ma potranno anche mu-m-m in tutto, o in par=
te col mezzo di funzioni diverse (I, 11 n.° 23), Se sia n=abede.
essendo questi fattori, come nel (n.26 )qd.ai (n.°1g,1
& facile a vedersi, che tutti si potrannoavere gli 2 valor,
zo di tante funzioni tra loro diverse, e che queste funzioni saran-
no semplici in parte, e in parte composte (n.”a ). Che se
c=4d =¢ec. ,onde n= a7, esprimendosi dalla &il nu-
eh vipetntala @ 3 allora dai (n. 25, 26)
pud agevol e col mezzo di funzioni diverse com-
poste fra ¢ potremo bensi ottenere aleuni
dei valori della %(P) ; ma tutti non si potranno avere , che dalla
F1iy) .

Fri() =

resS0 -

indicati

by e
mero delle volte che vi

oro; come si vogli



D Sic. PaoLo Rurpsmt. 335
F1(y'). Allorché dungue # & anmero composto lg funzioni della
¥, che somministranc i valori della W(P) potranno essere, e sem-
plici, e composte (IL.n*2 ), Nella ipotesi finalmente di opera-
zioni replicate { pre

<A1 ), si dird sn ciaseuna delle funzioni cor-
zispondenti quanto al detto finora su quella, o quelle fun-

Ie”n‘y' che somministrano i valori della L(P); e tali funzio-
ni saranuo il pits delle volte necessariamente composte (11 n.% ).




