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NUOVI TEOREMI
SULLA POSSIBILITA’ DELL’ EQUAZIONE #*s Ay’—1,,
E RICERCA DEL NUMERO DE TERMINI DEL PERIODO
DELLA RADICE QUADRA DI UN NUMERO NON
QUADRATO, SVILUPPATA IN FRAZIONE CONTINUA

MEMORTIA

D21 S8te, Francesco Pezzi1

Ricevuta il di 7 Agosto 1806 .

L:a risoluzione dell’equazione x*—A y*==1, A non essendo un
numero quadrato , dipende come ¢ noto, dallo sviluppo di /A in
Fr . Zulero e la Grange si sono pilt volte oceupa-
1i di questa materia, e le Geadre 'ha ¢ ta con molta sagaci-
14 nell’ eccellente sua opera, intitolat i sur la théorie d.
nombres . In virti de’ lavori di questi graudi Geometri, m’é
sembrato che questa dottrina potesse ancora essere portata ad un
giore grado di pul‘\.nom: 3 ho troyato delle formole i

mplici, da cui per via di soli artifizj analitici , ho c!!‘dullr
tutte le proprietd di tale svilappo . Le Gendre assegna la legge
per cui essendo dato un quote completo .;ln\unqmv, viene |d
essere determinato il quoto completo seguente 3 io ho ottenuta
T espressione generale di simile quoto sotto la forma la pilt sen-
plice ed indipendentemente da quoti antecedenti , ed una for-
mola che fornisce tutti i termini della frazione continna e perio-
dica , senza clie altii sia obbligato di eseguire successivamente lo
sviluppo della radice dimandata. Un problema poi difficile in
questa parte interessante dell’ Algebra , e che a mia cognizione
non & mai stato proposto da alcuno Geometra, & quello in cni si
cereasse generalmente il numero de’ termini del periodo
trico, che ripetuto all’ infinito, rappr tala mentovata radi-

ca'l

one contini

1me-
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ce : ne ho affvontata la soluzione con determinare primieramen=
te la forma pari o dispari di questo numero in tutti i casi, meno
“tre che sin ora mi sono rimasti dubbj, ed ho dato in secondo

luogo una regola, 1a quale col soccorso di quattro teoremi, da
me dimoestrati intomo alla possibilita della mentovata equast
ne , fa trovare questo numero, senz’ essere costretto di calcolare
pitt quoti, di queili che si avrebberoa caleolare, se ne fosse no-
to il valore preve amente .

I. Premetterd breévemente aleune formole relative allo svi-
luppo di una quantitd z, razionale o irrazionale , in frazi
continua: si ha

a1, w2, x3, ec. sono i quoti completi della frazione continua ,
©a,al, a2, a3, ec. ne sono i termi
quoti , e sono i pitt grandi intier
%, 20, 22, 23, ec.

5 ossia semplicemente i
contenuti rispeltivamente in

a (n) = () 4+

T
Si faceia
Mo : 3
No s
Mi'_ @
e T
Myl '
S _ @k (3)
Mink1) x
=a-+gr+ l
Nwrs) e |
G
Si ha am

M(n-+1) = afn)M(s) +M(n—r1)
N(n+1) = al) N(nf+ Nu—r) &)

nendo nell’ espressione della frazione convergente Mu—f"”"::

in-
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inveee di z il quoto completo @ (n) , siavra il valore esatto di
ciod

e M) - M(n—t) )
D’ onde
M{nmi
z(n)= = (6)
My &
%= Ry = SN RN A7)
Essendo

M) N(r— 1) —N@)M(r—1) =(—1)*  (8)
I1. Cid pesto, si debba ora convertire y/A in fi
nua; sie @ il pit grande quadrato contenuto in A; si fard

one conti-

a=yA=2a +VAI_°

TR e A M Y A+a—ar{A—al)
T TR e gl T

i verrebbe in cogni-
generale , che regna

Ma continuando questo calcolo, nor
zione , che molto difficilmente della

ro de’ termini, cni
tore ed il denomi-
natore delle Frazioni eguali a tali quoti; pe mi valgo dell’
espressione (6) del quoto qualungue x (n); si avrd dunque in
(I"l.SlO caso

= Minm )Nt WA VA1) (AR (1) Ny — M 1) M) ()

N/ A—Mis) (1) (M) *=AN(m)?)

M(n) e N(z) sono dati immediatamente in @, @1 , 42 ;... 4
Vedi M. della Soc. It. Tom. XI pag. 410,

IIIL. Sia per abbreviare
in)=(—1) TAN ()N (z—1)—M{p)M{z—1)]  (10)
eln)=(—1)"[M(a)*—AN(2)] (11)

Egli & evidente che b(n) ¢ e{n) sono nec
tieri, poicheé son Funzioni intiere diM(n), N
che sono tall

iamente numeri i

(), M(n—1), N(n—1)

Si
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Siayrs
A
a(n) =2 {12)
D’onde
o 1) = YAt (3)
Sostituito questo valore nella formola (a) , si avrd
#{n) = afn) -+ E5ER (:4)

Ma in seguito del calcolo del N° IT , si avrebbe
(n) =1’%”—’=¢(u) -+ M&W (15)
Dunque
cint1) | y/A-ebm—alme(s) (16)
VAFEE+1) Sacuecley
Riducendo allo stesso denominatore , ed egnagliando le quanti-
ta razionali alle razionali , e le irrazionali alle irrazionali, si ha
elr)eln-r) = A-rb{n-+1)[b{)—an)eln]]
H(n1) = a(n)c(n)—b(n) (17)
D’ onde segue , che
e(r)e(n—+-1) = A=b(n+1)*
ovvero
eln—1)e(n) = A—b{n)*
Fatta la stessa sostituzione nell’ equazione (15) si ha
#(n) = afn) + \i‘l:‘f‘:,ﬂﬂ (19)
Dunque

il vm—.ﬁw.;
ovvero ponendovi n—1 invece di n

aln) = vcf\':-ﬁu (20)
Quindiraceogliendo le diverse espressioni (1a), (19) € (20) di 2(n),
si ha finalmente

'A< bin Al i
) = VA — () - VAHoy ] (o)

IV. I numeri b(n) € c(n) sono sempre positivi: in fatti &(n)
Tomo XIII. Xx lo
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lo sara , se nell’ equ:

yovi TeorEMI €C.
one (10) , n ‘essendo pari, si avid

AL\((B*I}\(H)}‘I(H.—|j\l{n), ovvero At MU=Y B invec
Min)
Nw)
Tu fatti pongasi per abbreviare P per N(n)[! [\(H 'L(n)+1\ n—1)]
nell' equazione (7) ,, si avrd x — . , ovvero

M _
P = A+

cid che diventa P, n cangiandosi in z—1 ;e si !m P> Q, ciod
N(n) x(n) + N(n) N (n713>‘\”u;|j x(n—1) 4+ N(z—1) \[ur— 2);

i e R ‘*" , 0 essendo

=

si sostituisca a a{r—1) il suo valore afr—1) =+ > dico che

N(n)x(n) - N()N(a—1)> (afn—1)N(p—1)-+N{n—2)) N

Rin—n)?
ET)

NNt} N(a) Nmmt) - S0l ciot Nia)s(o)>N(a—1) 5
cid ch’é evidente : dun:luc P>0Q.

Mn) 0 1
VA= 5 =

Koy
L /A
8ia in primo luogo n pari; egli & evidente che lQ— B

5 ovvero -per la 2 delle equazioni, (4) N

) \1;.‘_,\

dunque in questo caso A >3 . Sia n dispari; si avrd

A A L . :
VT -+ w < .";j_, ovvero 1 < (P—Q)y/A, cioch’e chiaro s e che

si potrebbe anche dimostrare molto f

il calcolo per brevitd; dunque A<g

2
milmente un numero sempre positivo, lr(.n.iu si avra pell’ equa-
B!

zione (11) M(a)'> ovyere <AN(n)*, 6ioé gr->> OVvero< yfA, se-

condo che nsard pari ovvero dispari, conformemente alla dot-
trina delle Frazioni continue .
V. Le equazioni (17) e (18) ci faranno conoscere i valori ,
che b(n) e ¢{n) non potranne secedere ; dallaseconda si ha &{n)
<
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<\/A, e quindi la prima a(n)e(n) =b(n) + Bn~t-1) ci dimo-
stra, che tanto a(s) , quanto ¢(n), non potranno mai eccedere in
particolare 24 .

V1. Ora poiché &(r) e ¢(n) hanno de’ valori determinati,
che non possono mai sorpassare , e che la Frazione continua ,
rappresentando una quantiti irrazionale , deve andare all’ infi-
nitoeeli & chiaro che lo stesso valore di &(n) ¢ incontrerd un”
infinitd di volte, collo stesso valore di ¢r) ; allora i quoti o
termini seguenti della Frazione continua , devon essere gli stes-
si , & nello stesso ordine disposti , che quelli gid trovati ; dunque
la Frazione continua , ch’ esprime /A , sara composta , almeno
dopo alcuni termini ,* di un periodo costante il quale si ripeterd
all” infinito .

VII. Per trovare il primo termine del periodo, suppongo
per esempio , che tale primo termine segua immediatamente
il termine a(r); e quindi ch’ Eglisia a{z-+-1), ¢ I’ ultimo per es.
afn—-m) , dopo il quale, il.primo 2(n-t-1) ritorneri . Rappresen-
o, come segue ,, la serie de’ termini della Frazione continua ,

delle frazioni conyergenti e de’ quoti completi

Quotl . aryaay b a(A) us @) alnea)y e alndm) 5 aimedn)s e
f‘s"i:'\i Mo Mi, Ma Mmoo Mnpa) Minta) g

fonti No'® T2 WaT o Uy 3 Wi 0 Nt H

) Ak b{n-=m A1)
ATt m) o

VAL ALI ) Akt 2)
e clit1) enta)

Si avrd per 1 ipotesi Ma-Fm+1) = Hn+1),; elntm+1)

=c(nd-1), ovvera b{n-m) = b(n), e c{n+-m) = c(m) ; d* onde se-
b

gue W:\nq- TR %
ealnie 1) = a1; ora cangiando i 71, nulla si cangia ne
ni delle tre serie precedenti, dunque anche afn-4-1) = a1 ; dun-
que a1 & il quoto che incomincia il periodo , ¢ che ritorna sem-
pre pet il primo, ed in conseguenza il quotoa & fuori, del pe«
riodo.

Gid posto le treserie precedenti divengono

Xx 3 Quos

3 dnngue anche a(n+m)=a(n) ,
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a5 ar, as, atmy 5 afndr) (=an; e
S TR R M, Min )
To? Nv ° W= W@ Rt o
Quoti VA A VAdla VAtbln) | fAblns g
completi I~ ? Ter 7 e em > ekl
Onern =, a1, as, an) 5 @) (=E, ke
VA=ir .
Ma a(n) = aln) + oy =al)+ = =aln) + i

virti dell’ ultima delle espressioni (20) 3 dalle cqnazioni (t0) e

(11) si ha, b1=a, co=1, dunque x(n) = a(n) o

s ma an-
che x() =VA+H;""); dunque 4(n) = afn) —a; u(u}: 15 lestes
se equazioni danno

N(a)b(n) + N{n—1)e(n) = M(n) 4
M()b(n) + M{z—1)e(n) = AN(x) sy
Sostituendo nella prima di_queste due equazioni a (n) e ¢(n) ,
i valori di sopra trovati, si ha N(z)(a(n)—a) + N(a—r1) = M(n),

iy N(u—f] M) , Nin—1)
ovvero a(n) — a —+ 7 el Sy < 15 dunque
2 i o s Mn),
a(r) — a & eguale al pit grande intiero contenuto in T ; ma

tale intiero ¢ = g (3) : dunque a{n)—a = a ; dunque i valori di
(%) 5 b(n) , ¢(n) , che appartengono all” ultimo quoto sono,

afn)=2a {23)
bin)=a (24)
dop=1 (23)
Dunque z(n) = ‘M"""(“)"‘“ = ‘MIJ'“ = Y;‘}"—‘ (26)
Tnoltre I" equazione (18) dil mel caso di cfn) = 1
eln—1)=A—a* (27)

Osseryo che i numeratori de’ rotti appartenenti al pennlti-
mo ed ultimo quote del periodo , sono eguali , perche dalle
equazioni (21) e (17), si ha

Abin A—d(nkr A
) = ali) + VAHOED) gy VASHOAD = 5 o YAE

Dun-
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Dunque bn-+1)=a ; ora 2{n—1)=alz—1) +

y Bn) =bn+1)=a=1b .
VIIL. Dalleultime delle equazioni (3) € (4) si ha

;3 dungue

Mm)
N TS
Nin—1) — Wa—i &
| Ry An— 1N L Ty U :
t . - N 5
Si ponga in questa €quazione periy il suo valore tratto
{ da essastessa, e si continui tale sviluppo, ndiventando 7 — 1
1 R— gy A3 w2, siavId
Ml oy
N =
ala—1) A = x
ain=2) %+ T+

'
ar?

)

+ =

valo a dire se g2 — a L W",nwemm@=,mu)+w(n_.
<l & appnnto fa 2% delle equazioni (23) » ove a bin) e ¢(n) siansi
sostituitii loro valori (24) ¢ (a5); laserie &simmetrica, ed il periodo,
@1, a3, . .. aln—1) dovid essere sdentico col suo inverso a(n—rt)s
af—2), - + a1, € percio i quoti pracedenti dallo sviluppo diy/A
i in Frazione continua, andranno sccondo questa legge,

L @ aly a2, a3, aln—2), alp—1); a(n),
.‘"‘ o (az aln—1), a(n—25) a(n—3); . . a2, ars; 8a.
§ (a at, ady ars;

ady s =3
VA WArkh YAl YALR  YAxbp—a)  fAEHp=T) 5
S, Y, T A 2 e e

11 primo quoto & & fuori del periodo; gli altri dall’ultimo infuori
ne formano ung simmetrico .

IX.
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1X. 8iha finalmente x(n—1) = a(n—1) +X_E;)= n—1)+
styfAmby L R T

o = o) 1 A= afa—) + Vi S VAD | 2

a(n—1) =1 ; dunque bln—1)=b2, cfn—1) = 13 E

:a{n—a)+‘;,7\-$3-a

a—s) SV A—2)
Terean

=YAIS ;. Ma z(n—a) =‘ﬂf_'-‘_ﬁ

que J(n—z)

b3, e{n—2) = ca, ed in generale
Yn—rm) = bm41) (20)
cln—m) = o(m) 29

X. Dopo di avere dimostrate Ie proprietd dello sviluppo di
/A in frazione continua , non mi resta per termin
parte della pr

la prima
sente Memoria, che a trovare una formola, in v
i della quale si possano determinare imme:
quoti, o

amente tuthi i
siatermini a1, aa, a3, ec. A tale fine , osservo che il o®
de’ valori (21) , ¢ indica a(n) essere il pin grande intiero conte-

nuto in ""_\‘"”( ora il piti grande intiero contenuto in VA ¢ as
o 2

quindi un termine o quoto qualungue &
tn
afn) = S*j;)i (30)
essendo siceessivamente n = 1, 2, 3, ec.

Ciod a(n) & egualeal piltt grande intiero contenuto in &
ed & sempre in questo senso cl deve interpretare la fe

precedente; &(n) e o(n) sono dati dalle formale (10)e (1
nof sono

le quali
unzioni del quoto attualmente cercato, ma soltanto «
quoti antecedenti a(n—1), a(n—2) , ec. : ne faremo a suo lnogo
qualche applicazione .

XI- In virta della simmetria del pe
podi calcolarne li n— 1 termini incog

do, non farebbe d’ no-

niti, se si potesse conoscers
preventivamente il loro numero, poiché non siavreh

colare che -, ovvero

0 a cala

termini, secondo che n & pari, ovve-

ro
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sce nelle formole trovate, che come un
minata, la quale lascia I ambignita
de’segni == ; quindi ho tentato un modo di trovare generalmen-
te questo numero, servendosi de” culcoli fatti nella ricerca de’
quoti suceessivi, ciod non calcolando che 2 ovyero == quoti,
che sono necessarj a conoscersi per formare il periodo in questio=

ne, iquali si dovrebbero calcolave egualmente anche nel caso
} che fosse noto da principio il numero n

XII, Bisogna in primo luoge determi

i valori di M(n) e di

N(») in funzioni solamente de” quoti a, a1, a2, 43, . ., a|-=] ov-

vero a( ) ; giacché Tespressione generale di essi, ne contiene

| = un numero 123 ( Vedi la Mem. cit. ).
Quando ¢ pariy tali riuutl formano il sezuente periodo

( H} ( F‘) a{n—3), a(n—2), a[n—1), a(n).
Ovvero m,a:,ub‘,...u(T), a( 1 1)_‘1(%—-1), FHIT azy al, 24

Quelli che si corrispondono verticalmente in ciasouna di

queste serie orizzontali sono eguali fra di loro per la simmetria
del periodo .

Oilindi

M{r) = a{n—1)M(n—1)+M(r—a)=ar [a2M(n—a)+M(n—3) ] +
M{p—2) = (2122-+1)M{a—s)+a1M(n—3}=N3M (n—2) +-
NaM(z— 3) = N3[a3M(n—3) -+ M(u—s)] + N2M{n—3) =

+Na2)M(n—3)--N3M(n—4) =N4M (n—8)+N3M(n—4)

L N4M(n=5) = .+ .o b2 = N M{rz—mi't-1)

~+ N(m'—1)M{p—a) .

Ora , aflinché M{z—uz + 1) non contenga altro quoto , oltre

ar, a2;ad,

Pultimo diverso u(%) » Egli & chiaro che bisogoa fare m' =7 ,

dundgue
7 )m('-") (31)

Pon-

ot e
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R(%) n.[(%),—f M (%_1) & ricordandosi che N

Pongasi in questa equazione per M (%_,_ 1 ) , il suo valors
n
Y

=) u(:)
_M%_,)N(g)=(_;) s i avra ¢

n
M) =N(—) [ a(%) M( ) +1m(.__ ,) ]_,_(_ G
Quando n & pari .

Nel caso di » dispari , il periodo, invece di contenere un sol

termine medio a(—}), ne contiene due eguali fra di loro , a("%') -

), e affinché I’ equazione M () = N(m)M(n— m'+1)

~+N{m'—1)M{n—m'), non inchiuda, altro quoto oltre 'ultimo di-

verso a (’L 5), basterd supporre n — m' = sk,
ry

Dunque

=%, & onde m' =
o =x{£) (=) e (E)(E) o
Quando » & dispari .

L espressione di N(n) = a(n—1) N(n=1)-+N(n—a) & la stes-
sa che quella di M(n) = a(z—1) M(r—1) 4 M(n—2), cangian-
dovi N in M; dunque I* equazione (31) si cangierd similmente ,
riducendo, in

N = (_) N(z ) +2N(4—. 1) 5(2) 34)
Quando 7 & pari
E la formola (?3) da

N =N(%5) -+ NC5r)’ (35)
Quando n & disp

XHL Idue termini (3a) e (34).quando n & pari, e 1i (35) ¢ (35),
NIHJ

—_—

quando 7 & dispari, della frazione 2 corvispondona all'ultimo
quato a(r) = 26 nel primo periodo. .\l.l quali saranno i vulori de”

ter-
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e . M {r'n) - ¥ .
termini della frazione couvergentc m‘;rl;,chucorras ponde inogui

uppone: successi

M i)

perindo, all’ ultimo quoto a(r'n) =227 se

mente 4’ = 1, 8, 3, 4, cc.5 si avranno le frazioni

ijt 7;: s mfj:‘} Jec. , corrispondenti al quoto aa, nel 1°, 2%, 3%, 47,
ec. periodo .,

XIV. Sesi pon menté che tutti i quoti afz )
sono eguali fra i loro , cguali ciaseuno ad a(em) , perché posti ad
a degli esteeni @1, at, si vedea che le formole (32},
, (85), in cul n diventin'n, restano sempre vere, qualun-
que sia il periodo, cui essc appartenganos dunque valoy de’ ter-
zione convergente, che corrisponde all” nltimo quo-

egnale dist

minidellafr

o,

to 2a,, in wp periodo qualungue 2™, sarannd

'

= (2] [ (203 )
) N () &

Quando z'a é un numero pari .
E M{ain) =N (’“’j‘) p(kr) +“4(' = ) nr(’*";‘ ) (38)
{39)

N(a'n) =N ('*" + ) i '\(
Quando n'z & yn numero dispari .
X¥. Dopo di avere trovate queste formole getierali e sempli-

sime; e quelle che danno il valore di M(m), N{m). (Ved. la Mem.

citata) si vedrd con piacere, mi lusingo, presentata in due teore-

mi la risoluzionein numel icri dell’equazione x* —Ay*

A non essendo un numero quadrato, in tutti que’ easi, in cui essa

&possibile .

i

XVI. 8i osservi che ogni frazione convergente Mm, che cor-

zisponde in ogai periodo all’ultimo quoto a(n'n) = 24 & tale che

M(n'n)'— AN(n'n)* ; 1 }’M {40)
¥y

Per-
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Perché x(n'n)

yAb)

own]
(x0) (1) divengono

(—1)" " (AN ()N () — M n—r)M ('

M(n'n)® — AN(z'n): =

i sviluppi /A in frazi

ma afnln

dunque b{n'n)=a e c{n'n)=1; dunque le formole

%)

 fraz

aveduto , all” ultimo quoto 22 in

intiero contenuto in /A ; e aneconvergents che eom
v 5 e

ponde , come § & ¢

Teorema I. L' equazione
diun’

le in nitmeri

I3 aj’ = (——{)“ =
iln ‘:), p="1 N(n'r), essendosuccessivamente n'
$i trova n dispari, si prendan’ pari . e si avrd \1(,, )
— AN(u'ny* =+ 1, allora z=M{n'n), y=N(z'n),
endo n' un numero \pm!uuqm, pari .

Vale a dire che la proposta sard seiolta in questo caso dad

sempre \I(n n

) )u {3

termini di tutte le frazioni convergenti » corrispondenti

in totti i periodi di rango pari .
Teovema II. Llequazione x*— Ayt=— 1 & visolubile in.nu-
meri intieri di w infinitd di maniere, se né dispari; essa Sard im=
possibile; sen & paris
Perche 1°, n'essendo dispa
M) —AN (' n) = (—1)"=— 1, quindi 2 = M(n}n), y=N{n'n)s
' essendo un numero qualangue dispari -
Vale @ dire che la_proposta sard sciolta dai termini di tutte

al quoto 2

5 si prenda n' dispari , e si avrl

le frazioni convergenti rispondenti al quoto 24, in tuts

ti i periodi di rango di i
® Sen & pari, siayra sempre M(a'n)® — AN(n'

}’={-—J)"v°
=-+1,
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== == 1, quindi non esiste in questo caso,aleun valore M(n's) di
a, e Nn'r) di y, atto'a soddisfare 1a proposta. 3 $
XVIL Sull® esempiodi Eulero e di La Grange, Le Gendre h:
caleolato nell’ opera citata, una tavola pii estes ed ntilissima

delle piti semplici frazioni ™ ghe soddisfanno alllequazione m*—

An? =1 per ogni numero non quadrate A da A = sino ad
A= 10 questo THustrs Genmetra osserva, che dalla sola in-

numer me n, s scorgert

spezione delle cifve che terminand
quale de” due segni = abbia Tnogo «
trovo ehe mon & necessario’ per quest” oggetto di conosoere i nu-
meri 2 ¢ #, ma solamente la forma pari o dispari di uno di essi',
valea dire , ohe supponento nota la forma pusi o dispari di N(x)
per_es. nell’ equazione Miu)* — AN(z)* = (—1)" (42) con pochi
teoremidetetininers quella di 75 cognizione iportante., che mi
condurril per una assai breve strada alla soluzione del Problema
che mi‘sonopropoesto «
i | XVIIL 8ia pari A:

Paceennata equazione, ma

m e pari N(n)=2am', M{n) sava necessa-

siamente dispari per I iriducibilied della frazione X2 5 quindi
M(n) = 2m" -1 ; pongansi questi valori nell’ equazione (4a), si
AV ;

. amm'* = m" - w4 =

1

Ora T non pud essere intiero, cioé o, se non quando
n=0, ovvero == ad un numero’pari; non ¥ ha ¢he il sécondo
caso che faceia allhostra(olgatto; quindi si ha-il seguente
Teorema 1°. Se A ¢ N(n) sono numeri pari, M(n) sard necessa-
riamente dispari, e n pari «
EA=am= e

(a(2YNE) + =N (2 =1))

N = = N (2

M{n) = am" o 1 =1~:(_:,_) (& (EPr(L) +am (2= 1) )+(,_rf=
i3 Xya Dun-
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Dunque 1%, 8e N (—) €& pati, M( );nm dispari, e a ( ) pud es-
sere pari o dispari .

2?8 N(2) & dispari, () snrd pari ¢ M(Z) pug esso-
re pari o dispari.

X1IX. 8ia pari A=am, dispari N(n) =2m'~+1, pari M{nj=2m",
si avra in virti della stessa equazione (42)

mfam'+ 1) = am™ -

Cid ch’ & impossibile ; dunque se A & pari, e N(n) dispari,
H{s) non pubd essere pari -

XX, Sia pn-u:m pari A ==am, dispari N(u) =am' 4+ 1, e dis-

pari M(n) = am" ~ 1 ; e la mentovata equazione dard

—

m(gm'(m' 1) 4 1} = am

m 1)

Se m & pari X V7 dev’ essere o, dungue n= 0; ovvero =

mumera pari; se m ¢ dispari, L dey’ essere =1 , ciod n=

numero dispari ; dunque
Teorema II. Se A é pari ¢ N(n) dispari, M(n) sard necessaria=

mente dispari , e n sard pari ovvers dispari, secondo che m sard
pari ovvero dispari .

Ciod A = om = lom

Se m b pari , m sard pari e

N{n) = am’ -i-l—-l\(") (a(”)‘(( )+ aN —-y)‘

Min) = am'-+x = N (2)( (o) M{Z) Ao — .)}4—(-1)%

N(2)e a (%) devonessere dispari e M(-) pari
Sem & dispari , n sari dispari e

N(n)=am' -+ 1 =N(=E)r + N (

M(x)
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M) = s 1 = N(ZEL) ML) - N(2=0) (2=t

) & pari, I\'("—:—') sard dispari, M L:'_’) saridispa-
Ti; € N(,"j‘_‘) similmente dispari .
3

2.° Se ;\(—”."L’ & dispari, N("

) sard pari ¢ M (

"'t'_’) dispa=

Ti; ¢ M 1;-") similmente dispari.

Sia dispari A = 2m + I pari N(u) = 2m’, sara necessaria-

mente dispari M{n) = 2" +1 . 81 ha dalla mentovata equazions
)

N amekr) = m () A=

(S S i
Dunque affinche l__'[_-i—:)_ sia intiero , ciob o, hisogna che

7 = o ovvera= numero pari ; dunque
Tearema 111. Se A & dispari, N(v) pari , M(n) sard necessaria-
mente dispari , e n pari .

Cioe: A = m“(m"';l 1)
Nir) =sm' =N (.:—)(1: ) (L) 4 8N (% —1 ))

M{z) =am" +1=N(Z2) (uc{;n.\i(;J+anx(;_z))+(_.)a.

Le forme di N(2) , M (£), () sono le stesse che queile del Teor. 1.

XXT. Siadispari A== am -+ 1, dispari N(z) =am' + 1;
dispari M(r) = am" + 1, sbavra

a5} (2t 1) re=am(m 1) — {:'Jn , cid ch’ & impossibile.

Dunque A e N(n) essendo dispari , M(x) non piod essere; dispari .
XXII. Percio sia dispari A=am--1, dispari N(#)=2m'+ 1,

pari M{u) =am", si avri

o
ani(mi1) (ama) 4 m = amt -
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intiero e pari, cioé ¢, quande m &

n
Ora 1220 dey’ essel

dey’ essere dis-

pari, dunque # == numero dispari . I £
pari , cioé 1 quando m & dispari , dunque 7z =0 ovvero = nume-
ro P&\).‘i .

Dunque

Teorema IV. Se A(n) e N(n) sono dispari, M(n) sard necessa-
riamente pariy e se m é pari oveero dispari , v sard dispari ovvero
pari s

L

Ciot A=am-+1 = 5o

Sem & pavi, 7 sard dispari e

Nip)=amt +1 =N(Z2) + N
M(n) =am" = N(ﬂi"—) Bl(”j'J) +N(

YM(“F)

& pari , N(-52 ) sava dispari, e M{(Z=5)sard
) & paxi, N() pari, s

pari e D (ZE) dispari .

2.° Se N ( "'H): dispari, N(

sard pari e M( ) sarid

parie M (”—") dispari .
Se m & dispari ,n sari pari e 1
Nin) = 2m' -1 = N(3) (al2) N (%) +a¥ (2 — 1 1)
»
2 VML) 4 aM (2 1) Yo (=)

N (-:-) 5 M(;T‘) 5 a(:—') devon essere dispari .

M(n)=am" =N (Z) (

XXIII. Con questi teoremi si saprd sempre a quale segao ap-
partengano i numeri M(») e N(n) nell’ equazione M(r)* — AN(n)*
=(—1)" e cosi tutto resta (Ictmmum(u nella tavola citata ('lv,i. Le
Cendre; ma si pué far di piti, e determinare la forma pa
ro dispari di » nella maggior parte de’ casi ; percid ripiglio
I’ equa-

vve-
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I* equazione del Teorema I, ove n& pari, ed A similme
ciog

pari 5

A Y

Suppongo in 12 luogo m dispari = aa - 15 quindi

2D ¢ sia parl @ = 28,

"
si avrd ( 85 + a)m® = m" (o]
ione che sussiste
a dispari a= ab-H1 , si avrd (8b-+6)m™ = m'(m" 1), e
1e che sussiste .

XXIV. Suppougasi m dispari =24+ 1, nel Teorema II,
ove A & pari, e la forma di n eguale o quella di m ; si avei

1)

qua;

A== fariea s AR » ovvero

prC i
am'(m' 1) (2@ 1) 4-a=m"(m" 1)

Ora se a & dispar ab —+ 1, I equazione precedente non
pud sussistere; sussiste inveee in questo caso guella del Teorema
I;/mase a ¢ pari = 24, essa pud aver lnogo : dunque

1:® I numeri della forma A=8) 4 6 hanno sempre 7. pa-
xi nello sviluppe di /A in frazione continua -

2.7 E quelli della forma A =85 - 2 possono avere a paii e
dispari .

XXV. Sia ne’ste

ssi teoremi pori m=aa, si avrd Teor. 1, ove
népariA=4a =" 0 8o pari a= ab, si avrd 8bm'® =m'(m'-+1)

2.° Se dispari a=ab+1, (Bb--d)m"=m"(n'+1)

Equazioni che sussistono
XXVI. Nel Teorema II, n ha la stessa forma di mz, ciod pa-
11 in guesta ipotesi

4o ittt
bih = Ae=fpl
aby i dvid 8bm'(m'+1) + 2b = m'(m"+ 1),
equazione chesussiste .
2. Se dispari @ == 2b 1, si avrd m'(Bb+4)(m' + 1)+ab+t
=m(m'"+ 1)

1.%8e pari 2

Quest”
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Quest’ equazione non pud aver luogo; sussiste invece in que-
sto caso, I equazione del Teorema I,
(85 + 4)m’® = (m"+1)w, in cui N(n) & pari = and'.
Dunque i numeri della forma 84 e 85 + 4 banuno sempre z pari.
XXVIL Suppongasi ora A dispar il Teorema 111,

si lia pe

incuizépari,e A=o2m 41 = G g )

a+t-3)m"* = m'(m!"+1)
1." 8e pari @ = 2b, si ha (854 3)m"=
2.° Se dispari a = ab+1,
Ecuazioni che possono sussis
XXVIII, Nel Teorema 1

ssia dispari mz

a1,

L))
e )

tere .
7, la forma di n ¢ e,

quella di
ari , ¢ i ha

t

A=amt1=dat 3= AT & onde m/(m'-+1){4a+-8) +a=m'*—s

1.” Se pari @ = 2, si ha m'(m'4-1)(66+3) +-ab =

I1.* Se dispari @ = ab+1, m'(m'+1) (B0-+7) 20
equazioni che possono sussistere -

Dunque i numeri della forma 846+ 3, 84+ 7 hanno sempre
npari.

XXIX. Pongasi ne’ teoremi ITL e IV, pari m = 2a, si avra

Teorema I, in cuin é pari A =am+-1 =42+ 1=

",

3 (Bh 1)
11.° Se dispari a= 20+ 1, (8b-+-5)m* = m"(n' 1) 5
equezioni che possono sussistere .

XXX, Si ha nel Teorema 1Y, in cuin é dispari, poiché m=21a
A=om 1= fut 1= fL*“- e m(m 1) (fat1) a=m"
2t

1.° Se pari @ = 2, si ha m/(m/~-1)(80+-1) 425 = w3

2.° 8e dispari @ = ab - 1, w1 )(B545) + 2b-F1=m"
equazioni che possono sussistere. Dungue i numeri della forma
86 4 1, 6b + 5 possono avere n pari e dispari.

XXXI. Dunque raccogliendo tutti questi casi, i numeni del-
la forma

A =85,
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A =080
86+ 3
80+ 4
85 4+06
8b+7
Tianno sempre npari nello sviluppo di /A in frazioné continua .
Ed i numeri della forma A =80+ 1
86+ 2
8b 45
possono avere n pari e dispari .

XXXI. Le Gendre ha dimostrato nell’ Opera citata §. VII,
che a essendo un numero primo della forma 4n+-1, I’ equazione
a* —ay*= — 1 & sempre possibile in numeri intieri; d” onde
conchindo che i numeri primi della forma 84 - 15 86 + 5 han-
no sempre n dispaxi .

X XXIIL-Da tutto cid che vengo di esporre, traggo , per de-
terminare n, la regola seguente

Si calcolino successivamente, per mezzo delle formola (30) ,
i gioti at, a2, a3 , ec. e quando si sard pervenuto ad un quoto c-
guale all antepenuitimo ; ovvero al penutting i frovato, St ri-
guerdi tale penultimo quoto, come un termine medio , 0 I uno de’
due termini med) ed eguali del periodos si ponga nelle espressioni
di N(n) e M(n) prese ne teoremi relativi alla formadata di A, per
ny il numero doppio di quello che sta nella notazione del penulti-
MO GUOLO o OVVETO (uEsto RUMErD doppio, accrescinto di una uni=
¢4 ; quelli valori cosi trovati , che soddisferanno alle. condizions
de tearemi jn questione, ed ol equazione (43)

M) = AN() + (—1)*
datanno il numero cercato.

XXXIV. Esempio 1. Sia A= 94 = am = 8) + 6; dunque
(30) 7 & pari, @ = g3 m=47, b=r11;dunqueil Teorema 11
naf, pud aver luogo in questo caso s le formole (), (10); (1 1),(30) s
¢ (42) darannosuccessivamente , essendo

n=o0, No

Mo==1
Tomo XILI. Zz n=1y
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n=1, Ni=I, b1=— g4.0.1-+1.
Mi=g, ci=— 81 +94.
, Na=1, ba=94.1.1—g.10=4
Ma=10, c3=16"—04 1=6,

3, N3=3, b3=— g4.1.3+10.29=8

n=
M3=ag, c3= — 90" 4-94.9=5, 3=ty
n=4, Ng=10, d4=94.3.10—29.97=9
Mi=g7, c4=97"—g4. 10*=9 ad= L’: =1

n=5, N5=13, b= — 94.10.13 +g7.126=a

Mb=126, c5=— 126" -+94.13*=10, as =22 =

a5 ed a4 non possono qui formare i termini me-
suali'del periodo, poiché allora 7 sarebhe
9. Sia pereid

25— 126.233=8

Mb=223, cb=223'—0g4.23'=3, eb=Erl=5
n=17, Ny=128; by="— g.23.128-F 2ad.1241=7
My=iad1, cp—=— 1241’ +od4a28'=15, ay= =1

Si ha a5 = ay: per verificare se b & il termine medio , fac-
giasi (32) , n=12 nellc espressioni del TeoremaI; si avrd N (T)
= N6 = a3, M (Z) = M6 = 213, o (%) = ab6=5, che dovrebl’

essere pari per le condizioni dello stesso teorema (2°); quindi non
puo essere 2 = 12, percio sia

n=8, N8=151, b8=04.128.15 1—1241.1464=8
Mo==1464, B=1464>=g4.151"=a,

n=9 Ng=1330, b9 = —94.151.1336+1464.12953=—8

Mo=12953, cg=— 12953"-+094.1336'=13,
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Sitha ay = ag; per verificare se a8 & il termine medio, sup-

pongasi n = 16 nelle espressioni del Teoremal, si avia N ( B }

=N8 =151, M{{)=MNb= 1464, o) = a = &; questiva-
Tori seddisfanno alle condizioni del Teorema I, 2.% percid si cal-
colino le espressioni. di N16 , Mi6 date nello stesso teorema

si avrd

‘Jl()—wi(?ml - ='a221chj
Mrb = 151 (.14 44 241) 3314325
one (42}, e si avri
10647+ 1, I quale sussistendo , dimostra osse-
re n = 16, ed il periodo cercato
051525 35 5, 1,9, L8515 8y 15153, 2, 1518
d i it semplici valori di M{x) e N(n) che soddisfanno all’

equazione

Si verifichi I equa

=

M(r)*— 94N(n)*= -1, sono

Mgy 2o

Nfn) =har0h4.

. Esempip:=11, 8ia A=ri100d=am 4 1 =B84 53
502, b= 1a25;ed a=31. La forma di questo nu-
sce uno de” tre casi dubhj (3¢) . Sia

XXX
essendo m
meto cost

br=31
Mi =31 o1 =44, ,z,:h:l:ilzz
n=2,Na==1; ba =ro65.0.1 = 3r.30=13
Mz =32 ca=32'—1005.1=10, a il
n= N3 =3 33 =— 1005.1.3-+32.95 = 25
= 7 Segab
M3 = 95, ¢3=—95"+1005.3"=20, ad=——

Poiché aa = 43 = 2, si verifichise n='5; si ricorta percid
al Teorema IV; si avra \(5:.’.) = N3=3, ‘.\'("T') =Na=01'
Zz a che
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ohe dovrebblicssera pati(ETL) ! come prite ?\I(E:;): M3=g5;
dunque non pud essere 7 =5 : sia pereid
n=4,Nd =7, b4 =1005.3.7—g5.200=15
M4= 222, ¢4=222"'—1005.7°=30,
2. 3r7=24
M5 =317, 8 =— 317"+ 1002 10'=11 ,

r=>5N5=r10, 5= — 1005.7.10-

n==6, N6 =57, bb= 10o5.10.57—31 7.1807=31
M6 = 1807, ¢b= 1807 —100;

n = 8, N8 = ga2, 18=1005.865.922 —a7423.29220=12

M8 = 29229, sﬂ:a(}zig“-—mnS.gan’::l,
7 = g, Ng = 2709, by=— 1005.922.2709-+29229.85880=30
Mg = 85880, g =— 85886+ 1005.2709"=5 ag=3143 0
n=10, N1c=33430, bro=1c05.2709.3343c—85800.1059789=30,
Mro = 1059780, c10=1059789*—1005.33430"=a1,

Si ha 28 = a10 = 2 ;si verifichi se a9 & il termine medio ,

facendo n = 18, si avra Teorema IIT, N (7; ) 2709 »

N(2 1) =N0 = gas,M(Z) = Mg =85800,M(2 — 1) =

Nﬁﬁzgmg,a(l) =ag=12; questi valori soddisfanno alle

coudizioni del Teorema I 2.° conformemente a quante si & pre-
scritto nel Teorema 111, Percid

N18 = 2709(12.2709-+2 .922) = 93059568

M18 = 2709(12.85880-+2.29220) — 1 = 2950149761
E I’ equazione (42)

2050149761*
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2g50149701° = 100593050568+
sussiste . Dunque = 18 , ed il periodo cercato &
34 052,05 1,5, 15,059, 12,2, 1,15,5,1,2, 2, 1, b3

50-




