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CONSIDERAZIONI
58U
DI UN PROBLEMA MECCANICO
Dav 816, Groacmmo- Passvrs

Ricevute il/di g Giugno 1806.
B

L amicizia che sin dai piii teneri anni, per analogia di studj,
avea contratta col fu celebre Professor di Pavia ¢ nostro Socio
P. D, Gregorio Fontana delle Scuole Pie, di cui sard sempre per
me Inttnosa la perdita, seguendo il lodevole stile de’sommi Geo=
metri della passata et , era tra noi in distanza principalmente
alimentata con frequenti problemi, che a vicenda ci propone-
vamo. Per pagare un tributo alla memoria di quell’ impareggia=
bile Amico, voglio ora tra i molti scegliere , e riprodurre un an-
tico problema meccanico 5 che egli mi propose , e che non mi
sembra indegno dell’ attenzione della Socicta nostra , tanto per
se medesimo , quanto per I* estensione , che mi rinsci di dargli,
e per i riflessi analitici, pe’ quali mi porse occasione . 11 Pro-
blema del P. Fontana fu questo :

In un Circolo, ( Fig:* 1*) il di cui piano sia normale all’ 0«
rizzonte, avendo condotto il Diametro verticale AD, determinare
partends dal punto infimo A, P areo AEF, la di cui corda FA po-
trebbe esser percorsa da un Grave, che per essa scendesse nello
stesso tempo, che le due corde eguali FE , EA sottendenti Ie due
meta dell’ arco .

Eecone la soluzione , che subito ne trovai, ed immediata-
mente co icai al Prop te . Condotte le ori li EB,
FG, ¢ la verticale EG , e prolungate le CF, AE sinché s incon-
trino in H, faceinsi il raggio del circolo =1, ed AB seno verso di

AE
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AE chiamisi x+ Sard OB=c0s.AE = 1 — ¥, BE = sen. AR =
v2x —%*; € quindi OC=cos sAB=cos. AB*—sen, AL =1—4x
az*; AC=4xr—zax*, e BC =EG = 3x— ax* Si avri inoltre AE X
= EF= yaz,ed .. . AF = Bz =47 «

Ora essendo il tempo della discesa di un Grave per un piano
inclinato al tempo della cadata verticale per la sua altezza, come
Ia lunghezza all’altezza del piano; se siesprimera, siccome & per- i
mess0, il tempo della caduta verticale da una qualunque altezza L}
colla radice quadrata di quest’altezza, il tempo della discesa per 2
un qualunque piano inclinato sard espresso dalla lunghezza del |
piano divisa per la radice quadrata dell’ altezza di esso . l|

Indicando adunque per breviti colla lettera £ il tempo del-
la caduta di un Grave per una qualunque linea verticale, o in-
clinata , siavrd : S

T
Lo s —
B V!

T

1 ari £, BA — EA
Ed allo stesso modo sara £ . E. 755

Ora dalle leggi Galileane si ha
VEA:/HA=/AB:/AC=y/a:/do—ar’=1:/4
VEA/HE=/AB:/BC=y/x:/30—2z= x_—_{.EA:f.HE:‘/a.:
Sard dunque . HA=\/8—4x, ¢ £.HE=,/6 - 4. Ora la differenza
di 2 HA, ez, HE esprime appunto il tempo, che impiegherebbe un
Grave a percorrere il piano EA , incominciando a discenderyi dal
punto E colla velocita acquistata per HE, ossia, il che & lo stesso,
pei FE . Indicando adunque questo seoondo tempo eottoposto a
questa condizione colla lettera £, avremo
1L° #.BA=¢ HA—¢tHE=/8—Jz— /b — 4.

Finalmente si ayra allo stesso modo

i Y e LR

¥ 4r—z |

Ma per condizione del Problema dev” essere i
t.FA=:sFE+ ¢.EA

Si avrd dunque I* equazione
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VEi=_vA + B — e —

y3—az
ovvero

V3 —ai = y1a—14z -+ 4v — s-+ax
ovvero innalzande al quadrato , e riducendo
20r — 82" — 13 =(4x —4) .y12 — 14z + 42
&’ onde innalzando di nuovo al quadrato; e fatte le debite ridu-
zioni ; se ne otterrd I' equazione cubica .
3a2x* — gba’ + 88x—33 =0
la quale dividendo per 4, e fatta ax =z, i convertird nell” altra

2 — 63" + uz—%:’
@ tolto il secondo termine col fare z = u 4 2, in quest’ altra
W —u + 0,8
Le radici di quest” equazione sono tutte tre reali, due positive ,
ed una negativa , le quali con una prima sufficiente approssima-
zione si trovano essere 0,8374, 0,2698, — r,ro7a. Quindi

ri= "'*—;‘ = AB, cioé il seno verso della meta dell’ arco cercato

AEF avr anche tre valori,i quali prossimamente saranno r,4187,
1,149, 0,5536 , ai quali prossimamente corrispondone gli archi
di 1147 45', 97° 45', 56 23" Sarauno dunque gli archi cercati
AEF (Fig. 2.7 3. 4.7) di 229° 30, 195" 3¢, 1127 46, cioé un Gra-
ve , nella posizione verticale del circolo, e del suo diametro AD ,
potra percorrere le loro corde FA nel medesimo tempo , che la
somma delle corde delle loro meta FE, EA. Siccome perd le cor-
de FE della prima metd 8’ inclinano dalla parte opposta delle se-
conde EA, perchi: il Problema potesse avere il suo effetto , bi-
sognerchbe supporre un tubo aperto da ambe le parti nella situa-
zioue FIE , lungo il quale scorresse il Grave per quindi shoceare
nel piano inclinato EA .

Soddisfeci cosi al Problema del P, Fontana , non soddisfeci
perd ancora a me stesso . I primieramente vidi , ohe il Problema
doveva, e poteva csser generalizzato , portandolo a cercare quell’

25c0,
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arco, la di caicorda AF nella posizione verticals del Circolo, e
del diametro AD potesse esser percorsa da un Grave nello stesso
tempo, che la somma delle corde sottendenti le parti nsime dell®
arco stesso . Trovai diffatti, che il mio metodo era facilmente su=
scettibile di questa generalizzazione, che comunicai tosto al Py
Tontana, il quale ne rimase altamente maravigliato , non cre=
dendola quasi possibile, forse perche il metodo , che Egli avea
seguito, non cosi agevolmente i si potea adattare . Per vederela
possibilitd di questa generalizzazione uendo il mio metodo ,
Dastera risolyere col medesimo il caso dell’ arco diviso in tre par-
ti ezuali, che si presenta dopo quello proposto dal P. Fontana ,
poiché da questosirenderd sempre pilt manifesco il modo di pas-
sare alla risoluzione di tutti gli altri casi . Sia dunque il proble-
ma:

Nella solita posizione verticals del circold y e del suo diame-
tro AD (Fig.* 5.%) determinare quell’ arco AEFG , la di cui cor=
da TA potrebbe esser percorsa da un Grave discendente per essa
nel medesinio tempo, che la somma delle tre corde IF, FE, EA,
sottendenti ciascuna la terza parte del detto arco .

Supposta la costruzione, che la figura bastantemente mani-
festa, facciasi come prima il raggiodel circolo =1, AB seno verso
di AE=x: siavri come nell’antecedente problema OB =cos.AE
1 —z, BE =sen AE . . .= y/a . AC = 4¥ — ax*, BG=
3w—21*; ed AE=EF = Fl=y/az. Quindi 0C=cos. 24K
en.aAE = 2sen.AE . cos.AE . . =
cos AE—sen.2AEY
.= 1 — gx -+ 122" —42"; d’onde AK sen. verso AR
= g ' Tot i, B AK — AB = 82— raz*+
4%, e CK=FM = AK — AC=... 5z — 1oz’ -+ 4«° . Segni-
teremo poi ad indieare colla lettera zil tempo impicgato da un
Grave per discendere per un qualunque piano,oda una qualun-
que altezza partendo dalla quiete; colla lettera # il tempo impie-
gato nella discesa per FE, per cui il Grave abbia incominciato
muoversi colla velocitd acquistata per IF, ovvero per NF, ed

ado-
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" idopereremo inolize 1a lettera ¢ per contrassegnare il tempo jtn-
piegata nella disoesa per il piano EA incominciaudo a descrivere
&
questo piano il Grave colla velocitd acquistata nella discesa per
HIE, avvero per NE, ovvero per IFIE. Cid presupposto avremo
L vz o Ve
1°:.IF= P o o oy
] T, T i e LT
Ed' allo stesso modo- sari t.FE_v,EG = ==
Ma deye stare
Jikty NE=y/BC:y BE=/Ba—az"t yBa— 12x+ 4ot =y/5 — 2
:v'ﬂ—lax-v-.}"’—‘-f-IE:-‘-NE v :£.NE: e similmente
VFE: /NF=/BC:\/CK=/Simar®: /5x— 02"+ 407 = /3— 2%
U FraeTa pmam VB
: yo - 10x-+42’ =t FENF = i +NF
Lunque

£HE = ViEag i, Np — yfie—eitis
= =

epperd ¢ NE—¢.NF, cioé
¥ Vib=a gt 8eT —Vic—der i
I AFE= L s

AlL’ istesso modo sard £.EA = % = ;.:E =y/a; e dovia poi stare

VEA:HA=/AB:/AR=y/2:y Gz — 122"+ fob = 1:y)— 122 4o

i3 =¢tEAtHA=at.HA ; & " e
@ similmente
VEAyHE=y/AB:y/BR=/x:/ 85— 125" T fw=1: | B—tart-dz"
=¢tEAtHE = /2 : ¢t HE .
Dunque . HA=/18—a4e +85"; $HE=/T6—afx18x"; epperd
tHA—t.HE , ciod
IL° " EA=15 - adv +02" — \/16—242+ 82"

Finalmente si avrd allo stesso modo

Tomo XL Aa
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Ma dev’ essere per con ne del problema
tIA=2#IF 4 ¢ FE 4+ ¢".EA
Si avri dunque I’ equazione
o Va +‘v’ab—44r-\-dr — yfTo—aort i B e

T Vi—icataEs —ax
Ny e

ovvero dividendo per (/2. e togliendo le frazioni, e riducendo
el o
)y b=T0Z+ 4w %

yo—yox—+ 4zt

cioe mettendo 3 — ax in luogo di v +-4a’ 5 e -di nunoyo
riducendo, 2—8x+4x" ‘(sfxot—t-éﬂr’)r’:—ﬁ;h' —

(2—2x) . /10— 0% + 1724 T 40% 440 -

Da quest’ equazione liberata dai radicali se ne otterrd uni
razionale del decimo grado, le di eni radici, perghs soddisfac-
ciano al 1\1oh|emn, dovranno essere, com’ & evidente, reali, po-
itive , & minori di 2, cio¢ del diametro AD . 1l 2.¢ diffatti ana
di queste radici ; ed era facile di antivedere, che questo numero,
cive il dianetro AD soddisfaceva in qualche modo al problema 5
dappoiché figuran FDQAID composio dei tre semi-
circoli AID , DQA, ATD il tempo della discesa per la corda del

B

secondo, Areo AQD, el & veramente una-salitay dovrd: conside-
11l come un l:’n\pbnc«\ln’u ondeavrasstitrealty £.AD—¢£.AD
4 .AD AD , ciot il tempo della discesa per le corde de’tic

arehi ::yluh consecutivi DIA , AQD, DIA eguale al temnpo dells
discesa per la corda AD dellaloro somma DIAQDIA .

Ma oltre di quest’ inutile, ad Jﬂusu a soluzione, considerando
1 ultima gquazione come I abbi ilerita, ¢ senza aver I inco~
modo i liberarla dall” ivvazi ity con un metodo sunp ici

"mo (*)abbiam tro
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Fi
“onde deducesi OB=cos.A 18033, AE=30" 22,

#h=0,1047>
e Ilateo cercato AL 109”0’ ( Fig.
Dalla soluzione de’ due precedenti pre
identemente, che il nostro metodo non si limita solamente al
a che pub generalmente , e fa-
teb-

di

1 misulta intanto

ev.
caso proposto dal P. Fontana,r
cilmente estendersi alla ticerca di un‘atco, la di eni corda d
ba percarrersi nello stesso tempo che la somma delle corde
tutte le parti eguali di qualunque denominazione , in ¢ pud
intender diviso quest’ arco. Tolta perd ques| prima i

al problema del P. fontang , un’ altea ne rimaneva a togliere .
molto pin radicale , ed importante . Si assumeva in quel proble-
ma, che un Grave nel passare da un piano ad un altro div
mente inclinata, tutta conservasse fa velocitd acquistat
discesa pel prinio, ¢10 che oredetie Galilzo, ma che dimosted poi
facilmente esser Falso il Farignon, facendo’ vedere, che in quel
passaggio la velocith acquisf si seema in ragione del raggio al
coseno dell’ angolo , che fa uli piano coll’ altro . Ota egli & o i
dente , cheattendendosi questa veale diminuzione dr velocitd
nel passaggio dall’ uno all’altio piano, la soluzione de’ preceden-
1i problemi sard molto diversa da quella, che ahbiam ritrovata .
Intraprosi pevtanto di togliere anche gres a seconda limitazione,
¢ hastera di esemplificare il metodos che mi ci condusse nel ¢aso
stesso pin semplice proposto dal P. Tontana , ciod della ricerca
dell? arco; la di cui corda si percorve nello stesso tempo , che fa
somma delle corde delle due sue meti: sia dunque ilterso pro-
blems ..

Supponendo Ia solita posisione verticale tanto del Circolo
che-del suo diametro AD, (Fig* 7.%) determinare quell arco ALF,
Ja di cui corda EA sarebbe percorsa da un, Crave nello stesso -
pos che la somma dells corde delle due sue meta FE , EA, avendo
riguardo a quelle perdita della velocit , che deve fare il Grave
nel pussare della prima di queste corde FE nella seconda BA .

Fatto), come prima , il raggio del Circolo =1, ed AB seno
verso di AE=x, sard pur come prima OB coseno di AE =1—=x,
BC= 3z —as*, ed AR = EF=/az. Sopra di AE prolungatasi

Ana con-
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conduca orafa normale FG, ¢ da G sopra di EF [a normale GH',
& per il punto H si faccia passare I orizzontale THL , sard G =
EF.cos.FEG = EF.cos. AE—(1—=z)./ax, ¢d ER = EGcos. HEG
= EG.cos.AE = (1—2)*.y/ax; e siecome
EF:EH=BG:BI , cio&
Vaxi(t—a)o/ax = Sx—ax™BI

sard percid BI = (1—z)*.(3a—ax).

Ora per il Teorema di Farignon la velocita, clie acqnista il
Grave scendendo perla prima corda FE, allorché passa neffa se=
conda corda EA , si scema in ragionedi EF:EG, ossia in mgiong:
&i /EF : /B, cioé in ragione della yelocitd , che si porrebbe do-
quistare scendendo per FE a quella, che si acquisterebbe scen-
dendo pev HE . Quindi [a veloeitd diminuita, colla quale il Gra-
yedupo diaver percorsa la primacorda FE, incomincia a deser
ver laseconda EAL & quella, che essoracquistorebbe scendendo per
HE, ossia, il ch’ ¢ lo stesso. per LE), ciob il Grave descrive [a ges
conda corda EA come se vi giugnesse pm(:-mlh da L per il jn o
LEA . Per trovar dunque il tempo, che apiega, che
remo a contrassegnare cofla Tettera ', bisognevd , come prima, de=
terminare la differenza de” tempi impiegati da un Siave nel pere
correre i piani LA, ed LE

Ora ¢.TZA sari , come ne’ duc precedenti problemi, == /i, &
siayrd poi
VEALA = /ABy/AB + Bl = \/u/it (1 — 21 (37 = 37 ) =

FEALLE=S o LE
VEA S LE= /ARy BE= /a: /(T — %) (3% — a5} =2 BA# LT =
y2:t.LE
epperd 2.LA=y/a+[t — 2)".(6 ~—42); t LE=y/[1 —a)"-(6— 42 )=
Quindi £.LA LE, cio®
=z (6= 4e)—=y/(r—2) . (D—44).
Essendo pertanto , come mel problenia primo ¢ . FE =

vd—:’ et.FA = /2, e dovendo essere £.FA = ¢.FE
¢ EA, siav ercid I equazione
Vi

ya= —+ Vet (1=a)". (b—4a)—y/ (1 —<) Sb= 4]
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Dividendola pery/a , liberandola dalle frazioni, ¢ fatte le debite
ridnzioni, se ne otterra
‘/s—u v§ n:c+({—a)' (a—nz) — o+ Sp—ait

donde innal do ; si ayrd

15— 50.::+7nx «—4nz‘+8:c‘= sl
v oo ozt 42ty 1a—33x+ 37z —ao;_’—u-ipu 3
ed mnllnndo di nuovo al quadrato ne risulterd finalmente
I equazione del quinto grado

Baa’ = 1gaxi 4240’ —4 1651 7nxh-s.3—o

ovvera falta ax=x

st — lnx‘+d3ﬁ’—-:048'+355~—s3=0
Né potranno soddisfare al problema di cui si tratla se non che i
valori reali di 2, che saranno positivi, e minori di 2, ovvero
qucl di 2 minori di 4. Tentando pertanto per s i numeri 1,2,3.4,
si troveranno agevolmente per esso ilimiti o, ed 1, che con egual
facilita si ristringerannoa o, 5, e0,06;d onde poi col metodo,
che ho accennato nell’ anleceﬂenee problema ne ricavo molto

prossimamente 2 0,50583, ¢ quindi x= f: = 0,25292.

L unico arco pertanto AEF, che soddisfa all’ attual proble-
ma & quello, la di cuimeta AR ha per seno verso AB=1==0,25292,
ossin per coseno OB =1 —x=o0,74708. Swd dunque prossima-
mente AL—{:°40’, ed AEF=83"10'; ed & da notavsi, che nell’
ipotesi dell’attual problema , ch’ & la vera, e quella della ‘natu-
ya, le duc corde AE, EF risultano inclinate dalla medesima
parte , epperd meglio soddisfanno alla letterale enunciazione
del problema, di quel che accadesse nella falsa ipotesi de’ due
problemi precedenti.

Mi'si permetta ancora un’ ultima considerazione su di que-
sto problema , gid forse divenuto soverchiamente lungo per la
sua poca , o niuna reale importanza . Piii sard grande il numero
delle parti, in cni dovra dividersi I’ arco cevcato,, pitt Ja somma
delle corde di queste parti sembra, che dovia accostarsi ad
egungliore la lungherza dell’ arco medesimo , ciog sembra ,

che
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clie quesi’ arco dovrd. sempre pitt accostarsi a quell’arco che
sarebbe percorso nel medesimo tempo/, che la sua corda’; e
che sard in certo ‘modo il limite degli archi: corrispondenti
alle successive divisioni inmn numers'di i)ar(i sempre pitl, e piit
nde . Parrebbe adunque a* pimo aspetto ; chedovesse esservi
un arco , che potrebbe esser percorso da un)Grave nel medesimo
tempos, che la sua corda . Diciamo parreble a primo aspetto’,
perche il discorso potrebbe esser fallace, attesa I indole: rivoiu-
Ziva del circolo’, la quale permette dit concepire un arco quatito
si sia grande compreso tra due estremi , e diviso in un qualug-
que grandissimo numeroe di partf'di grandezza finita, ¢ la som-
ma delle di cui corde in conseguenza & ben lontana dall” egua-
gliare la lunghezza dell’ areo.,

Diffatti , siccome si dimostrd peril caso della divisione dell’
arco in tre parti, cosi potrk generalmente dimostrarsi per,la di-
visione in un qualungue ;e guanto si voglia grande numero im-
pavi an-t-t di parti, che al problema dovri soddisfare F aggrega-
to di 2n-1 semicircoli essendo ciascuno di essi una delle parti ;
in cni ttto 1’ arco rimane diviso , dappoichi: , come per il caso
di tre parti, si avrd anche per ap-t-t parti £, AD -2 .AD -2 . AD
— t . AD - ee. ... .-+ £vAD=£: AD. E siccome anche le altie
soluzioni del problema, egualmente che questn, potranno pur da-
re archi finiti per i valori.delle parti dell®arco cercato, non si
potrd perd assumere , che la somma delle corde di queste parti
sempre piit si accosti ad eguagliar I"arco cercato s onde vacilla la
dimostrazione su diquest’ipotesi fondota dell”esistenza di nn'ar-
co circolare ; che potra da un Grave percorrersi nello stesso tem-
po, che lasua corda. E quando anche Ja dimostrazione reggesse ;.
come si potrebbe poi determinare quest®arco 7

Per compire adunque questa dimostrazione, e giugnere alla
risoluzione dell’ enunciato problema , fa duopo ricordarsi, ch”es-
sendo x il seno verso ABdi un arco A, 1 il raggio, o la mezza
circonferenza , e denotando, come prima, il tempo della caduta
verticale daun’ altezza qualungue per la radice ‘quadrata di que-
st’ ‘altezza, il tempo della discesa per il detto arco AE viene
spresso da questa formola A
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il Es 1.3%.60

= 3
t.AE= "—'(14’% '%+n““ 'F+m='%+e°')

a

Ora questa formola ci manifesta. r* Che il tempo della di-
scesa per un qualunque arco circolare & tanto maggiore , quanto
& pils grapde il suo seno verso x, ossia I’ arco stesso « 2%, Ch’es=
sendo il tempo della discesa per il diametro verticale, e per qua-
lnnque corda = y/a , sard il tempo della discesa per un qualun-
que arco a- quello della discesa per la sup corda come
T4 -;-'»;—g%g < :—", 4-'&,55:‘ . :T’-t- €c. a -2- ; cioe prossi-
mamente ad 1,3732, 3%, Ch’ essendo 0 5 ¢ 2-i limiti/di & corris
spondenti all’ arco evanescente, & all’ arco semicircolare, il tems
po della discesa per il primo a quello della discesa per la.sua cor=
da, o per il diametro, sard prossimamente come 1 : 1,733, ciog
il tempo della discesa per un piccolissimo arco sard minore di
queilo per la sua corda prossimamente nell’ anzidetta ragione §
mentre il tempo della discesa per un arco, cioé perun tubo se-
micircolare stard a quello della discesa per il diametro come
1 +;}+§1%1+ ;'-;—-;-—'E’"?:, ~ec. ad 1,3732, cioé valutando in
decimali i soli termini, che abbiamo scritto , prossimamente co-
me 1,4882 ad 1,2732, valea dire il tempo della discesa per 1" ar-
co semicircolare magziore di quello per la sua corda .

Essendo pertanto il tempo per Farco evanescente minore
di quello per il diametro , € quello per I"arco , o tubo semicirco-
lare magziore , & dovendo questo tempo nel passaggio dall” uno
all’ altro arco divenir sempre pill, e piii grande, & potrd ora con
sicurezza conchiudere , che trai due uno ve ne dovrd essere,
in eni il tempo della discesa diun Grave sarebbe eguale a quello
della discesa per il diametro , ossia per Ja corda. di quell” arco.
Per determinare quest'arco bisognerd egnagliare tra loro |’ espres-
sioni de” due tempi, ossia risolvere I equazione

Siceome i coefficienti de” termini del primo membro divengong

sempre pill, ¢ pilt piccoli; e che & dey’ esser necessariamente
o com-
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compreso tra i limiti o e 2, potrem contentarei per una prima
approssimazione, la quale se piace, si potra portare quantosi vio-
le pill oltre , di considerare i soli termini , che abbi
e valutando in decimali i suddetti coefficienti, si avia I’ eqna-
zione enbica
©,01232* 4= 0,03512" + 0,125~ c,2732 —0

Sostituendo 1 e 2 in luogo di » si trovano due risnltati
di segno contrario, onde il valoredi x dovra esser compreso tra
quei due limiti; e difatti usando il metodo di sopra indicato tro-
Yo prossimamente a=1,4352 dell’ arco
cercato AEF , il quale si percorrerebbe da un Grave nello stes-
80 tempo , che la sua corda FA , sard prossimamente =1 4352,
a.cui corrisponde AEF prossimamente== 115° 48' . (Fig.” 8.7 )

1l serio verso adunq

850+




