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TEORIA E CALCOLO DI (7=

Dri Tommaso Varrenca - Caruso
Ricevuti il & 28 Ciugno 1805.-
.Il f nostro Socio Lorenzo Mascheroni, Ie cui lodisi possono legge-

renel Volume precedente di questa nostra Sucietd , si & partico=
{armente segnalato nelle sue sottili, e diflicili vicerche relative &

T - ed al Capo IV, Sezione 1, Veol. I del Calcolo Integrale di

5
Eulero. Ma nepp
¢} a me pare pit s

vi hia scorta cid clie ( assai meng diffici-
facente. Pertanto ad esporlo sia HFACO

el

la curva, le cui ascisse { ¥ = OP ) sono i logaritmi naturali delle
ordinate (s =PQ)ed QA =1 .
i zdx
Avendo z=e", dz=¢" dv=zdx, fallOyA FI—' bhody (\71 €
E 4

= o
. Main ogni curva € la E-mL:mgemr‘. 3 ._1?’5_]-},“:,

do: dy::
que dx : &

lac

oprietd delkx curva

equazione differenz ; € Ia tangente & qualumgue

e delle

slo punto sari [\fvnllrh alla retta Luu:inm da 0, orig
x, al punto ., dove la logaritmica taglia I’ ordinata .

Ora poniame che dal’ lato (lL dei logaritmi negativi co-
mincinoy, e dx insicme conz = ¢ quando x
concepire dx; e d= positivi , mentre i

— 5 . Avremo a
% positivo, e scema x

negativo, ¢ percio 10 a venir negativi finché

le fluenti pervenganoa » = n,-
cadrd EG = y dal lato opposto ad E
parallela ad O

Ede

- Quindi tagliando x=0E,

la tangente SG

2, € sar

chiaro che quanto pit E
piltseema 1!

2 lontzno da O, tanto
angolo fU!_. senza che Ul cada su OL finché non si
con~
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goncepisea =10, £=-— ¢z . Dungue la stessa retta LO sard il
limite altresi, a cui si aceosta all” infinito I posizione della’ tan-
gente SC, la quate fatto's=¢ dovrd coinicidere con LO, éhe'percio
avendosi a riputare tangente alla curva GK quando &« =—z ,
ne sard un assintoto .

Vero & che l'equazione esige salo che sia allora la tangente pi-
rallela ad OL ; ma la distanza fra le due sarébbe una costante K,
che conviene annullare ponendo I” asse della logaritmica sull’ds-
sintoto di GK per avere le semplici fluentiy , e non ' =y + K .

Essendo dy = 'i—i » se consideriamo la grandezza assoluta, (]

pereid prescindiamo daisegni %, & chiaro’ che quanto z & pin
grande dell” unita, tanto o= & maggiore di dy. Sicché venendo da
Lyerso O, supy LOi parabilmente maggiore dell™ nni i,
¥erranno a crescere simultaneamentez ed y, ma y con incrementi
A principio incomparabilmente minovi, i quali perd meno pi
Ii relativamente a misura clie scema z, giungono all’ egualitd
<ol ineremento di = quando OE= 1 = 0A . Dunque fino'a ques
st0 puntola somma degl’ incrementi di y dovrd essére minore
della somma degl’ incrementi di z, y <z. K si trova che ivi
#7=0, 30787 944 12, y= =0, 21938 39344, benche questo qui
da me non si cerca . Ma dal punto, in cui O& = OA cominciando
gl'iucrementi di y, a misura che si viene verso O, a vie pii serm-
pre esser maggiori di quelli di 2, verrd la grandezza di y ad ugua-~
gliare quella di 5, ¢ quindi oltrapassarla con incrementi ognora
pit grandi, finche al momento , in cui si concepisce PO od Fil,
svanendo EO, andarea cadere sopra O, si avra a concepive BG
= ® insieme colla sua tangente SG caderesu ON ; che per-
cid sard un secondo assintoto di KGI .

Gollo stesso ragionamento passando alla curva DBR delle y
corrispondenti 4 2 positivo, poiché similmente vi debbe cssere
$5: @iz, dovrd la tangente a essa curva guando 2 = o cader
egualmente su ON , che sard assintoto anche a BD. £ al primo

fd=

zasoere di x positivo, quandoz=1,y= —o ,dy= (=
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Az AR ¢ a
= &, verrd y scemando la sua grandezza assoluta infinita da

priacipio rapidissimamente. , ma di mano in mano con decremen=
i sempre meno veloci , maggiori perd (Iebi’ incrementi di z fin~
ché siax (TR o el gnil b sach gy e ol
& perd, supposta de costante ; ddy = o; onde sari B un punto
dinflessione della curva , concava verso OA nel suo ramo supe-
ziore BR, e convessa nell’ inferiore BD .

Una retta, che si menasse di 0in C, essendo tangente alla
logaritmica, I' angolo, ch” essa fa con OA (di 20° 11’ 317, 11) &
il massimo di tntti gli angoli AQg fatti dalle rette tirate da O ad
alcun punto della logaritmica. Ora a gueste rette'debbono essere
parallele le tangenti a DBR , Dungue la tangente in B, parallela
alla tangente in G, fard il massimo deghi avgoli delle tangenti col-
le ordinate, @ per ogni altro angolo pin picciolo vi saranio sempre.
due puntir, R, le tangenti ai quali saranno parallele & una mes
desima 0Q .,

Il punte B, che ho posto sull’asse, potea supporsi in qualun-
que altro punto della retta BC, sopra o sobté prolungata , aggin:
gendo o togliendo una.costantes arbitraria a tatte le ordinate pr,
PR . Ma non |)ot!'.lld|)lc ordinate cominciare insieme colle ascisse
in0, perclm i L fare y=o0 in aleunaltro punto;
néve n’ ha aleuno , dove ragione il voglia fuorché lo scelto , dove
x=1. Poiché y & funzion del solo rapporto de’ Numeri ai Logari
mi. Ora la prima ragione, presa per misura generale ed unita dei
!ogarntmi, essendo quelladi e : 1, sta molto bene che sl:ly positivo
per tutti i rapporti m:l{:gmndl &:.1,e negativo per i minori . I

possiama chiamare Jogologaritmi que-

= coyEl Y

Togaritmi essendo ¥ =

ste seconde funzioni trascendentali y = j};‘ Quindi come

1alo-

ne’ logaritmi x ,quando z =1, dy=ds, eosi ¥

gia vuole che sia il logologaritmo y = o, quando simllm:nw
5
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= dz. Oltre che non avendo la curva altro punto di-
Stinto per proprietd aleuna che il segnalatissimo dell'inflessione,
non pud avere proprio e vero asse che quello, che passi per que-
sto PIII“O .

Del resto la considerazione di "T: = x ci basta a indicaziong
di tutto il corso della curva, potendosene facilmente conchindere
che QR gr debbono crescere allfinfinitoa misura che P; e p als
lontanandosi da B, vanno pur crescendo all’ infinito con segno
contrario PR , € pr. E sari QR sempre maggiore di gr; poiché la
tangente in R, parallele ad 0Q, dee venirsotts B, e Ia tangente
in 7. parallefa alla medesima Og, dee andare sopra allo stesso pun-
w B. f ¥
Ma veniamo al calcolo ; per cui & ovvia la sostituzione della
nota serie, che di il Namero mediante il Logaritmo, colla quale
viene climinato znella equazione dy = 5-5—;: "—;-' (x + x4 :; £
5+ % +ec.),endesihaxﬁk +log. 4+ x :T; -+

3 x+ . = Fx 2

3 g e =K lgatar -+ DA 453 B fo
45D + &e. , dove & K una costante, ed A, B, G, & il termi-
ne precedente - 1 iani ;

Fatto in questa serie wi==r, log. =0, trovo y—K =
7, 317002151311 . Ora & questo il caso, in cui vuol essere
Dunque K = — 1, 317902151311 ; ed essendo la serie piit conver-
geute a misura che scema x, non v ha difficoltd per le )y negative
di B in O

Mz per trapassare all” altra curva, fatto x negativo, s’ in-
contra I” intoppo di log.x , che diviene logaritmo di Numero ne-
gativo. Quello, che siasi fatto a superare questa ed altye difficol-
ta riguardanti il calcolo delle y dal canto di OL, non oceorre che
donqui I' inserisea ; volenda pinttosto ‘cheleggasi nelle Annofa-
zioni del Mascheroni ad Eulero, alle quali si agginngano le Os-
sor-




Te

wra & CarcoLo ee.
1 nell’ Accade

Ji Torino,, il Signar
anno pubblicate nel primo Volume, clie

mamente, ai gid stampatl di guesta Accade-

Perd tornando alla parte: de’logaritmi positivi , per andare

diBin Pa xluunmmr PR la serie trovata

cmando la sua

ova il

icorso alla integrazione per parti, per cui mmezs eominciando
= da s

dnd[;} i fi, T

T I PR G (

a

3

*-1—&0.)=K+: ( sl alg o aphy S Gl
i = F &
&e. ). Poiche supponendovi x un numexo intiero, si vede subito

che la serie non converge che per il numero di termini n="1.J1
merd Py e is
ve da esso terming

termine - I & ug cedente , che chi

guenti Q5 R, &e. la cui soms

-
7 B TP

che, essendo x positive, & P positivo, ¢ pon vengono i termini
alternando coisegni 4 &=«

Perd mi maraviglio che non siasi pensato a ricorrere al noti
simo teorema di Taylor , per cuidati due valori corrispondenti

« - dy dd
«, fdi x, y, determinando p r”; e

&o. al valore , che hanno quando z =a,y = )3 si ba, in corris-

pondenza di x = & + 5, y=F+p+ L "+ %Jr B

o4&
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guire il caleolo degli altri fattori # , i, &c. all’ infinito , osservan-
do che i nwaeratori del cocfficiente di ¢” sono m termini della se-
vie 1 — (m—1)=4-(m—1)(m—2) — (m—1){ra—a)(m —3) + &e. 3
deila quale il termine m = 3 & zero.,

Cosi posto # =1, si trova p—e, g =0, r==e, s=2¢,
#=g9e, eseguendo glialtri fattori'— 44; -+ 265; — 18545 +
146335 — 1334903 + &e. tutti moltiplicanti e, mentre f =0,

S P mt e i
siavrd y=e (u¥+ﬁ—- b 4+ ST T-!:LTG -+ &C-)-C ri

dotti i termini all’ espression pidl semplice y = e (,.-]L_;_% P,

1 3 '] 53,7 103,% 119, 36687:1¢
e Sl e Bl T,;Tiﬁ""&c’)
onde fatto » = = L, "trovo y = — o, aya3o 610266 quando =

=1L, ey=0,27226 c463a1 quando x =1, 1 . Ho caleolato il prece-

dente valore di y negativo, perché in gran parte uno stesso calcolo
serve per li due. Ma a proseguire quello dei positivi, dove & il pre~
. L (3
i0 dell* opera, faceiasi w <=2 , onde p= 22 7= & ¢ &,y

g pera, K==y P d e i

© 4

515 52 653+ 1454 5 y7 .
e (? s Ui n e v ) L

6

facilmente % moltiplicando il modulo ©0,43429 44819 03 &e. per

g » 0 aggiungendovi il quinto per averne il logaritmo Briggiano,
col quale in fine delle tavole di Gardiner, di Callet, e altre si la
5

facil mezzo di trovare il Numero ¢ * = 3, 320117 &. anche fi-
Tomo X1I. Mm no
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no alla diciannovesima decimale. Che perd non v'é difficoltd, fats

6503
1o

toy=

£ qd avere i due valori di e (% e

— &e. ) de’ quali il negativo sottratto da 8 dee dare lo stesso va-

lore gia trovato diy corrispondente a @ =1, . Dunque aggiur
gendolo a detto valore di y = o, a7asbod ete. siw

L8, cheeil

yalore di y quando &

. Quindi aggiungendo a @ Paltro dei
gatung

&
due valork di ¢ (3 ) che si ha fie-
tovi » = si otterrd quellodiy o » 35 0 prosegnendo
7

i avranno a pajo a pajo 1 valoti di y di decimale in decimale di &
all'infinito. E la serie sempre piit convergendo, & chiaro che si po-
trebbero facilmente dave esatti anche a quindici cifre i trecento,

che sonoda =1 finoa x: =106 86474 581524 ‘—'Z—mui quali

sarebbe agevole di avers il valore di y, o sia il logologaritmo di
qualunque Nomero anche oltre alquanto ai dieci milioui di milio-
ni. Paiché dato il Numero se ne trova il logavitmo naturale, che
non pud differire pitt di un ventesimo dal prossimo nei trecento,

il quale fatto= w, ed il suo Numer

=, vt renderd Ta serie
convergentissima a determinar il logologaritmo, chie si domanda,

A dar perd buon saggio della serie con minor caleolo, ripre-
50 il supposto di =1, in cui fra tutti i casi di bisogrio della seric

sy . 1
n’¢ menoma la convergenza , avendo y = ¢ (» +T:. Py —

4 248 —ec.) facciamovi v L,ondey=
s
e 116 53¢ f03s o auDe
e + 12094 Byigge | sloqanio

vale a dire e moltiplicate per la differenza , o la somma di
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055000
3 B;;Z; 000520833
©,0208
3 - ©0,600G5486
G123 0,00234375 —
0,00017962
oy0c041078 Z
0,00003503

0,00007084

contentandoci 'di quésti termini , ne abbiamo la differenza
;51729 che moltiplieata per ¢ di il valore di y = 1,4o614

"quando w = é., ¢ la somma — 0,58005; che di y == 1,44082

quando z = .;'-, mentre con guesto valore di x la prima serie
¥ =K+ log & +x -+ & 4 et., fattovi K =— 1,31790215}
log. =— 0,693 14718, ci di pil esattamente y=—1,4408g85¢,
Sicche il difetto de’ termini seguenti non calcolati non importa
intéri otto alla guinta decimale nel prodetto di e per la somma .
Onde arguiseo che esso difetto non vi cagioneri I errore di 3 nel
prodotto di essa ¢ per la'differenza , e perd sard o= 1,40616

proxime quando x= 2.
3

Ora facciamo « =2 3 onde riescono 1 valori di p= ;_e‘

AR i :
g= %e‘, ¢ parimenti r=7‘§ Ehe= ;e’, edinuovo £=5e' . a
cui seguono i fattori — %e’; -+ -:- &% —’f%e’; -4 ‘i; el —

883
&5
al fattore di %, ed & gid solo un’ ottantesinia parte del corrispon-

&' ; -+ ec. Dove osservo che il primo valore negativo viene

dente nel supposto di 2= 13 quellodi 4 ¢ ;25 e v © berd

meno di = del corrispondente in quel primo suppesto. Onde

si scorge quanto gia piit la serie converga. E pero nel calcolo 1
Mm a s0-
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soli primi otto termini L, +
a

L 17— 4t % da moltiplicarsi per &' per avere
Frrrid +57W' s i I P E
y=Ff+4¢ {_v+ ; p’—i—cc.) e facendo y =
versi moltiplicar ¢* per 0,2868474 . se » & [msm\ﬂ 3 & per
—o,223702a , se negativo: Quindi trove y=f + 2.119524 , ed

y=B 1652041, od nguln«-(miu 1,652941 al logaritmo. gid

+ L, trovo do-

trovato corrispondenite. & x = 2 ho! f=3,05910 = - quando

= edye

5,17863 quando x= 2.5 .

t
Prosegno supponendo « =3, cheday =8 -+ elgs+

] EL
1o T T g Tep

¢ fattoyi »=

:‘, ho i due valori y = B+ 3,97023 , ed
¥=F—2,8B0072, ¢ quindi §=8,05870 =y quando x=3,
ed y= 12,02893 quando x =3,5. Con e harshdodiion pu-
ter rimanerg dubbio, o difficoltd n(‘l calcolo de’ logola
nou porterd piit oltre gli esempj; bastando anche per far concet.
to del progresso de’ termini di tal funzione sopratrascendentale
la segucnte tavoletta

Logaritumi Numéri
0,5 1,6487272 — 144090
I 2,718a818 [
15 44816801 1 40616
2 7,.13903le 3,05010

18 Bads 39 5,17863




