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PARALELL] E PRINCIPIO UNICO-E SEM?HGE

DELLE DUE TRIGONOMETRIE
D1 Psgruo. Fennont
Ricevnti il & 16 Maggio 1805 «

C.ome la Trigonometria rettilinea & un. derivato agevolissimo
della sferica, cosi quest” ultima ap nasce dalla

plazione d’un sola easo particolare delle Piramidi tetragdre, o per
dir meglio dei Triangoli pnmsdnh (1)- Mentre difatto si conces
piscatal Piramide triangolare che sia iscrittibile dentro d*um Co=
moretio e colla cima comune, i tre supremi angoli rettilinei dels
le tre faccie circoscriventi e componenti I angolo solido della ci
ma predetta véngono misurati o rappresentati dai tre lati. 4" un
Triangola sferico, e le mutue inclinazioni delle tre faceie medesi- I
me 5000 i tre angoli piani dell’ immaginato Triangolo. 'L origine
Yera e-naturale percio delle proprietd dei Triangolie Poligoni |
sferici(e, pefsemphcecnmllmm dei rettilinei ), da cui dipen~
de In loro congrua risoluzione; deve a ragione d

tura geometrica di quellespeciali Piramidi, Siffatta sorgente, sebe 4
bene ayvertite da molti; non xspnegstx ne cstesa abbastanza, come !
facilmente potevasi, per quanto io sappia, da aleuno, rende tosto
non solo contezza mercé delle Proposizioni elementari antichissi-
meintorno ghi angoli solidi (2), pemhé ilati d'un Trsangoln oPoli-
gono sferico convesso presi insieme sieno sempre minori d'un’in-
tera circonferenza di Circolo massimo delln Sfera, ma con egnal
lume discopre le due di gitnote ed uniche formule fondamentali
trigonometriche; binomia e trinomia, le quali{ come insqﬁ&rono-'
primi Mauduit, Euler, ¢ Degua (5) } in ogni combinazione possi-
bile de’VL. elementi danno Panalisi de* l'rlangoh sferici ubhquan-
goh, e di cui sono una conseguenza immediata le specieli fino=
mie conceracnti i rettangoli. E tutdi quanti quei paragoni elegans
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tissimi, che massimamente negli ultimi anni Legendre, Df:la‘rna
bre, e Lagrange hannorilevato in proposito de’ Triangoli sferici
o finiti 0 infinitesimi riportati ai rettilinei loro corrispondenti (4),
insieme con varj dei paralelli meno conoscinti 0 mén ovYj, sono
altrettante derivazioni facili dal Principio medesimo comparativo
dei divisati Triangoli piramidali e Priswi retii dotati della stessa
base ma~d’ altezza infinita . Anzi qaella nascosa ellittioitd
{ se pubd cost mominarsi ) che. disveld mon lia_guari Goudin. nell’
equazioni generali trinomie della Trigonometyia sferica (5), rice
ve la sua etiologia o spiegazione diretta. dal fondamenta geome=
trico delle tammentate: Piramidi, a differenza delle moltiplici
analogie o derivative o sussidiarie { tra le, quali le rinomate di
Napier 0 Neper), ehe si risolvono in antifioj &i calcolo pit o men
eomposti, onde le formule primigenie cosi trasformate si renda~
noadattabili e pronte all’ uso comodo dei logazitmi .

Mio proponimento & pertanto quello di richiamare ad un
Principio solo I’ una e altra Trigonometria, € mostrarne , se norm
Ia smarrita, almen 1 obbliata provenicnza comune. 11 Principio
geometrico , in'qualiti.di causa prima, debb? essere generaliss
w03 & mal 8 apporrébbe chi comingiatse 1 assunto dai Triang
rettangoli per quindi scendere mediante loro all” analigi degli
obliquangoliy o dalla Trigonometria rettilinea coll’ ajuto della
medesima passasse alla sferica, com’ &1’ nsanza nei corsi ordina-
vj . Non bisogna confondere la Sintesi didascalica,, che dimostra i
Tearemi e costruisce i Problemi andando gradatamente dal sem-
plice al composto , colla Trigonometiia filosofica e comparativa,
alla quale shagpetta peravventura di seguitare il metodo inverso,
e far partire da un tronco primario tutte le ramificazioni diverse
che compongon I’ insieme di questa Seienza. Se poi alla Geome-
iria slsmentare de’ Oreci 8 unisea il facile ritrovato del Girard
o del Cavalieri (0) risguardante l'area di qualunquesiasi Triango-
1o sferico, null’ altro fa di mestieri per arrivare allo scioglimen-
to di tutti i Triangoli datala conoscenza sola di I de’ VI. loro
elementi, e per rintraceiarne cziandio le varie appartenenze e
misure d’ ogni maniera . Imperciocché tocea all' Algebra , e prin-

LIS ci-
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cipalmenteaquellaparte di calcolo che considerale funzioni
€ircolo, Pinearico di stabilire sopra il suggﬂ'lt&i sah'lnmmo
mento Fedifizio intero trig rigo, s
Jitay! lo; ed asservare le regole di simetrin, comode, & conveni
onde appresentarlo ip ciascuna parte dicevole al fine ed allos
po:propostosi dall’” urchuetm nell’ideato disegno. Cra ¢uy
I ufficie ¢ non mai etiologico della Sci
za,-come o sarebbie di pari se dopo avatosi I’ accorgimento d
¢ seaturic dalla Retta FIperbola, e dalla Periferia eircolare I'
lissi.ch’ ha per suo ultimo limite la Parabola, siricavassero c;a:r@
di mediante il soccorso piti 0. meno ingegnoso: del? Aritm
universale le pilt astruse recondite proprietidelle Goniche (7).

Contuitecid q fue volte ¥arg b o tratte
" aprird il campo a parlar hrevemente & alenni dei principj se=
mndar] triganometsici e delle loro pitio meno pregievoli deviveas
zioni,, quali si feggono, per tacer @' altri, nei Trattasi di Mauper~
tuls, Lagrive, Gagnoli, Carnet; ec. (8), o/in alouniarticoli dell”
Enciolopedia metodica, vnella Cristallografia & Haay (o) mm-.hT
me pel modo piit acconcio-di 'considerare gli angoli solidio pianis |
e ricavarne lerispettive misure, non lascierd; senza citazioni spe=i
ciali, @aggiungere all’ nopo kemie riflessioniindirizzate soltans
o a miostrare o lapil chiara origine di’ certe formule che sonoy |
pitl in'nso nelle Teorinde’ Trinngoli, o/la semplificazione d” altret
espressioni dellaLingua del c:alcn}o-, ol le conseguenze dudotte:
da]la comparaaione delle desi Imente inate &

come mai'si iliinoed-anzi siane p

ot quelle regole classiche della Dottr\lmﬁfemq\n app:}'qs]]p4 i
za diserepnnti‘e ci® avrebber sembiante:d” antinomie .

Frattante seguitando il costume deghi Analisti, ¥ FIL. angoli
dogir Triangolo o:sferico o rettilineo verranno intesi sotto A, I,
€, mentre a, b, ¢ mppresenteranno rispettivamente i 11T, latiag
medesimk oppesti. A

TEOREMA 1.

In una Piramide triangolare iseritta'o iscrittibile dentro dum
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Cono rettoahase circolare ¢ d’apice comune, son sEMpre propor:
sionali alle aree delle tre faccie equicruri situate intorna la cima
tanto i seni degli angoli delle, medesime @, b, c, attorno della
cima predetta, quanto i seni degli angoli opposti X,B,C delle tre
faceic suddettej il che vale o dire iseni dei primi angoli co-
stantemente proporzionali ai seni dugli ultimi , 0 vieeyersa .

hé 1.° in si fatte Piramidi (Fig.* 1.) essendo, per ipo-
1i fin Joro i 4re lati o spigoli DG, DE, DF, le arce del
le tre faccie triangolari equicrnri GDE, EDF,FDG hanno la pro-
porzione medesima delle perpendicolari condotte dai punti E,F,
©, vertici dei tre angoli della base GLF ,. sopra i fati predetti
DG, DE, DT; ¢ queste perpendicolari, in virtlt di definizioni s
tengono la ragione istessy dei seni degli angoli prenominati
EDE, EDF, FDC vireuscriventh u punts doll’ angoly solido D -
Olure di che in a.” Inogo, se ( per esempio ) dal vertice I 4’ uno
degli angoli della base CEI conducasi 0 normale al piano del-
Tn faccia opposta FDC, e dal punto d” incontro ossia piede O'la
lare OI a DG ¢ Valtra OP a DF, insegnano gli Elemen-
de (10} chie condotte le rette ‘El, EP, son esse altresi
ispettivamente perpendicolafi su i lati o spigoli DG, DI ; e per-
cib E10, EPO (o in altri casi i loro conseguenti) sono gli angoli
piani delle due faccic FDG, DEE, ¢ dellaltra coppia GFD, FDE,

E0
<5 ‘EP:

x
due angoli stanno tra loro come ;

1 :5 seno BDF : seno EDG. Cosi proverchbesi nel paragone degli
altri . 7
Corollario I.

Si verifica in futte le Piramidi triangolari I'istesso Principic

elegante geometrico, perche, qualunque elle sieno, vi si possono
sempre segnare su i loro spigoli, o prolungati o troneati, tre
punti egnalmente (o poco o molto) distanti dal vertice, rimas
nendo cosi sempre fermi i tre angoli intorno alla cima e quelli
e’ piani delle tre faccie che finiscon nell® apice della Piramide .
Corol-
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Corollarie 11.

Dalla considerazione adunque &’ un Triangolo piramidalg:
masce natusslmente ( previa lasola impreteribile definizions dej

seni) il Teorema cattolico della Trigonometria sferica, ciok 5—%::_4

il - T rr ~ » 2 .
= —-¢::: <, che come equazione' binomia " appliea subito)

logaritmi , vacchiude la proprieth de’ Triangoli equi
dell’ eguaglianza degli angoli opposti ailati egnali, ed
za il gran Canone negli scalewi, dei seni de' lati proporzionali ai
senidegli angoli apposti, che i Geometri han finadora dedotto o
arovescio da separare i Triangoali ablignangoli in due rettan;
sussidiarj;o con somma finezzadi studio dalla teoria delle funsio
ni simetriche, mercé della quale le due fondamentali Formu
trigonometriche ( Teor- I..e IL. seg. ) si conyertono in una so
Ia(11).

: Corellavio I1I,

11 Teorema cattolico pe’ i Triangoli sferici obliquangoli som.
ministra adesso come suo particolare il subalterno per i rettan-
goli, ciog, posto A I’ angolo retto , Sen.a = ::—ﬁ =:::7:'; <eosh
degli altri : equazione dinomia derivativa che abbraccia semps .
peré ( compreso I"angolo retto ) IV. soli de’ VI elementi del
Triangolo, ed a paragone della sua generatrice & ancora pii ac-
concia all’ uso immediato delle Tavole logaritmiche .

Corollario IV.

Se in vece d'una, due faccie della Piramide si dispongano cpl.
pian della terza in maniera che formin due angoli retti, cio non
puote accadere giammai, conforme insegnano gli Elementi (12)y, |
senza che un delli spigoli della Piramide istessa sia perpendicofarel
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ad un tempo su i du simanenti, cl’ & quanto dire se non quan-
do sien retti i due angoli al vertice di due de” Triangoli . Mentre
poi tutte tre Is faceie siario perpendicolari vicendevolmente tra
Joro o saranno eziandio per la medesima ragione i tre spigoli. Ed
ecco ' origing de’ Triangoli sfevici equicrui birettangoli a due
quadranti, o ¢ri goli necessar quilateri percliéa tre
quadranti. » ]

Corollavio V.

Ricavasi oltre di cid da un Teorema elermentare @Enclide (13)
che i tre angoli piani delle faccie d"una Piramide triangolare
presi insieme superan sempre il valor di quelli della sna bases ¢
dalla patura delld Piramide istessa si_fa ‘manifesto che mentre
& annulli la di lei altezza DQ) , ed il Triangolo piramidale si'con-
verta pereid in Triangolo pidno. ossia il Triangolo sferico in
Emisfero del raggio QE, I'altro limite della somma dei tre ango-
1i & di sei angoli Tettiz cost chie tra1l.'e VI retti venga ad esser
sempre compreso il valor coscervato dei M. angoli di qualan-
que siasi Triangolo sferico .

Cordllario VI.

Anco a st fatto Zimite del decremento possibile della Piramide
trasmutatasi ‘el Triangolo rettilineo GEF, o del Triangolo sfe~
rico trasformatosi nell’ emisferica Superficie ¢ terminato dalla

o del Circolo ifne oir al primo’ Triango=
lo, appartiene quella’'medesima legge stabilita dal precedente
Teoremay’ ed & che sebbene évanescenti o naséenti'o per dir me«
glio nzlii i sené dei tre angoliin E, F, G ( ciascheduno 'di 180°)
formati dagli archicireolari o lati ‘di quésto limite estremo de’
Triangoli sferict, contutlocisd sieno'd” essi malgrado la lor nulficd
proporzionali alle faccie opposte, o sivvero ( come nel celebre
Teorema statico o centrobarico dei tre appogei (14)) proporzio~
nali allearce dei Triangoli rettilinei FQE,QGE.EQF giacenti nel
siedesiine piano, o'ai send degli opposti'angoli al'centro Qcke fa
la
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Ja vece di vertice in quest’ ultima combinazions o accidente: del-
la Piramide «

GCorollario VIL.

\ Havvi I* altro Zimite per il contrario dell’ acorescimenito in-
| definito dell* altezza della Piramide , ed allora questa si cambia
in un Prifma retto triangolare d" altezza infinita avente per base
il Triangolo inscritto GEF/da siffatto Prisma deriva la proprieth.
concernente i Triangoli rettilinei, ciot: dei seni degli angoli E, F, ¥
| €, formati dalletre faceic , proporzionali alle faceie medesime "’
| rettangolari-opposte infinite; le &juah gtanno fra loro.come le ha- 1
| siolati u;:posu FG; CE EF; il che & quanto-dire;, cos maggior

compendio, =a¢;u negli abbliquangoli (smlcm_,

".t

it equicrari, equilateri ), ed a = s.:mu + mei reftangoli; né

| ‘manca di far conoscere ancora qul, come sopra, la semplice Gea-
metria, che tra i seni, quantunque nuldi (o da considerarsi per ta-
| li in confronto del raggio infinito) , dei tre angoli delli spigoli
onalith

equidistanti o non-concorrenti passavi 1"istessa proporz
pari a quella dei tre lati opposti finiti FG, GE, EF; né tampoco b
lascia di snggerire che unico essendo il caso deli’ altezza QD in- ¥
finita per ogni Triangolo piramidale ; unica e ferma altresi deb=
ba essere Ja trasformazione di ciascun Triangolo sferico nelsuo
&pecifico Triangolo rettilineo, i cui tre angoli componendo sem= i
pre il valor di due retti ( vedasi lo Scolio seguente ) , sari quests
il imite sempre e limite costantemente inferiore, dopo del quas
il Ie principia tosto a ricvescere sino a VL. retti il valor della som~ l

| ma degli angoli d’un qualungue Triangolo sferico|(Corol. V. ); in i
ehe consiste la differenza potissima. ed insieme 1" anello d”unio= =
ne dellewdue divisate categorie di Triangoli sferici e rettilinei . §

I
Corollario. VIII. 1

3 Tra le varieta infinite delli sferici obbliquangoli una si conta
ase
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assai degna 4 osservazione speciale, come distinta dai pilt va-
jenti Geometri; e quellasig d’ nn Friangplo eferico divisibile in
due eguicruri o isosceli a pari del zettilineo ortogonio. La vera e
Jucida origin sua rilevasi tosto con tutta evidenza dal Triangolo
piramidale,, la cui fageia ( Fig* 2.") FDG passi per un dei dia=
metri innumerabili del Circolo sottoposto ; poiché comungue
¢ inclinino T altre due, vien sempye il primo ad essere separato
da un piano secante centrale DEQ in due Triangoli equicruxi pi-
ramidali GDEQ; FDEQ , ova ( atteso Levidente sitniazione eurits
smica & ognuna delle faccio eguali delle due Piramidi parziarie
attorng lo spigafo o altezza DQ ) & Tangolo piano delle due faccie
QGD, CDE eguale 2 quello delle due QDE, DEC , e I altro dels
le faccie QDF ,DFE egnale al correspettivo delle due FDE, DEQ
yimanenti. Da cid risulta P angolo (sempre ottuso sino a 1. retti)
contenuto dalle due faccie GDE, DEF eguale alla somma degli
angoli intorno alli spigoli restanti DG,DF, corne nel Prisma retto
triangolare ortogonio , superiore suo limite ; un mazimum 1 area
del Triangolo eferico di due lati dati attorno E, non altrimente
che quella del rettilineo rettangolo Lmite ; massime I’ aree dei
Poligoni sferi perimetii (e porcid le solidith dei settori po
goni o Piramidi sferiche, le mandezze degli Angoli solidi, ec
mentre si verifichi oni medesime; quu.ﬂn!-nnnolun-
go pe’ivettilineis inscrittibile Ja serie jmmensadei primi Triango-
Ji ottusangoli sferici , tutti diversi di forma so di nti Slere se~
condo il pitt 0 meno dell'altezza DQ, comeFaltro lor fimite rettili-
neo rettangolo, dentro del medesimo Semicircolo, il cuicentro o~

stante 0. Diquisi deriva eziandiola formula nota Sen T= Sert.?-
8¢ 1n e £ o
+ Sen L (dedottada(s8en)* La=(a Sen.)* S b2 8en)'5e,
ossia Gord.* a=Cord.*b -+ Cord *c ), non meno che comparisce
palpabilmente Pestremo inferior fimite del Triangolo sferico dell’
Sstess” indole ; quando D eada in Q, trasformantesi in un Fuso
eguale al quarta della superficie della Sfera del raggio minimo
QG ciok in questo caso pareggiante il valore assoluto medesi-
Tomo XII P no
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mo dell’ avea dell” altro Fuso compreso tra il prolungaments’ dei
suoi lati, e I' istesso valor relativo ( oltve la corun sonima di IV,
yeiti ) dell'area di ciaschedune dei complenenti integrali dei Fis
si pravenienti dalla protrazione dei lati di tutti gli altri-suddivie
sati Triangoli sferici posti o descritti su varie Sfere .

Corollario 1X.

Gioverd molto alla pratica della classazione de’ Poliddsi oris
stallini o salini (suddivisibili generalmente in Piramidi triangos
lari equicruri ), quando non fossero di figura regolare (15) o Pris«
ani retti, i cui angoli piani sarebber gl istessi dei rettilinei delle |
Tor basi, misurarne da prima con tutta agevolezza mediante una
scala 0 goni di facile i o i tre angoli rettilinel
intorno del vertice ed un solo degli angoli piani delle tre faccie
gincehié cosi, pel Coroll. 11.%, conseguirebboasi le misure relative
dell”aree delle faccie medesime insieme coll’ assolure degli' ans
goli caratteristici rimanenti, conforme esigono il metodo ed or-
dine adoperato dai vecenziort Naturalisti .

SGOLIO.

Oltre della veritd geometricanitidissima riguardante la som
ma degli angoli- d'un Triangolo rettilineo, e quindi di qualunque
siasi rettilinea Figura ehiabbia i suoi angoli tutti salienti o parte
galienti, € nel vimanente /ientranti, di null® altro ha bisogno A~
salisi trigonometrica eccetto che della Teoria elementare de®
Triangoli simili, come quella dalla gnale dipende 1a prova del
ZLeoremanniversale dell fpotenusa, che dicesi Pitagorico, avvens
gaché la Critica dotta lo suggerisca anteriore d’ assai all’ et in -
cui fiori il Filosofo rinomatissimo, institutore della Seuola Ttalis

ca di Crotone. Il rapporto s.+ 5t % =gip mei Triangoli
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rettilinei ognun vede (Fig. 1) esser espresso da s

&0
sin al diametro del Circolo circoscritto al Triangolo, e vale a di-
7e (16) al prodotto dei tre lati dell’ istesso Triangolo diviso pel

v s Haar A L
doppio della sua area 8, ciod ==, espressione parimente geo-

metrica del rammentato diametro; dalla simetrica forma della
qual’ espressione rispetto a ciascuno dei lati @, &, c apparisce in
conferma Pidentitd di quei tre rapporti. E come Ja proprictd
del Triangolo rettiliueo prtogonio & consegnenza dell’ affezione
generalissima ( della quale gli antichi non n’ ebbero accorgimen-
to (17)) spettante al Triangolo piramidale eriretiangolo ( Corell.
1V )5 4 onde nasce la dimensione analitica di tuite le Superficia
possibili; cosi quell’ ultima formula & inevente nell’altra piit uni-
versale che riguarda ogni Triangolo piramidale’a faccie equicru-
¥i . Perccché :%i = Send — = R ;'s""‘ ( posta 2

SEennfenh2o0e (nominata P la soli-

fa solidita del Triangolo )=

dita del Prisma egualmente alto) = S“"'"j:——’i,‘ﬁﬂ ; formula anas
loga, simetrica anch'essa, & che non finora appieno considerata si

converte manife ¢ nell’ altra prop lo Scmn-&:;.b.hn.c

= a—nl:;ﬁ, come sopra . Consimile paralello scaturisce altrest dal

paragone che voglia farsi della solidita di quel Triangolo pirami=
dale equicrure coll solidith del Prisma dell’istessa base ed al-
tezza , quando questa diventi infiniza . Difatto

o %V a—:l+c Su.-+:—¢ Sen, a+; b.Sen.o:b—-n’ supponeruio d

1o spigolo o lato; e percid -
P e d,]/sm m-[-jt-!»msun.a?-:-—t.ben.a-l a:& b:n-w‘t’::-_,

0 giv=
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o ; b eI i—a] » ¢h'® la formula nota (e pocal

a:nimloga alla cefebre di Lhuillier Tang. 23 ec. (18)) dell’ area

o ogni Triangolo-vettilineo (senz” analogin o paralello vero odats
tabile all’ altra non ridotta Tang, = cc. confrontata da Lagrange
a

{rg)in |-rupamn dell’ area = del Triangolo sferico) , dalla quale
vicavausi tosto idue raggi del Circola eircoscritto ed iscritto,
presupposta la conoscenza dei soli lati .

Conseguenzn del medesimo nesso tra quei Triangali pirami-
dualied § rettilinei lor Zimiei & la commuione degli istessi attvibuti
& eguauhanta o identitily quanda que.m st puﬂouo dal gran prin-
eipio intuitivo di soprapp to'. Cli antis
chi Scrittori ¢ Creei ed Arabi Spl'mermorum » liannn diffusa
mente parlato ; ma non posso concorrere nel sentimento dei mo-
derni. Geometri, dove trattando dei Triangoli sfevici simefrici |
( Fig. 3 ) gindicarono che ivi mancasse , per la prova dell’ egua~
glianza, ¥ appoggio. della coincidenza , quale compete visibil~
mente , rivoltandoli., ai Triangoli rettilinei . Perché rivoltati di
parl gli sferici ( siccome alirove hio notato (20}, e posto e l':ltro
prsseggiare il convesso dell’uno sull'omalogo convessodell’ alive
9 il concayo sopra il concayo, tutti i punti degli archi Jespetlb-‘
vamente eghafi di Cerchj mwmm innumerabili segnati nelfared!
dit primo cadm:mno B su Isltvo e combinerannosi insieme
Ppér.sop . egual evidente come la
.mmu'!rmm) qunl sxlo di ruota su q-unUo dimmota eguale, d’ onde
nasce il comsbaciamento di tutte le parti o elementi, e delle super-
ficie Bitere comprese tra i contorni medesimi dei due Triongoli,

Né mi persuade tampoco la differenza, che la massima par-
te dei Prigonometri incontvano ogni volta che scendono alla son
luzione del czso o modo di vintracciave i tre lati di'un Tris nngnf&
conesciuti i tre angoli, chiamando il Problomy indetarminato
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nei retlilinei ¢ viceversa deteyminato nei sferi
pex il contrario suscettibile di soluzioni infi
riedi Triangoli innumerabili , tutt tra lovo sinzili , i negli uni,
come negli altri; e sifatto caso in entrambi determina solame
to la specie & non mui ko grandezza di quel Triangolo o sferico o
yettilineo . Gli archidifatti del Frinngolo sferico ; che ne risul-
tano , espressiin gradi ;o minuti, 66,5 5000, ANCOSOPra una me-
desima Sfera (quantunque non sembri andarne sempre d’ accor-
do Leaendre (a1)) grandezze relative € non assolute ; ed appar-
tengon di piti ad innumerevoli Sfere,, tutte diverse di raggio; co-
me refativi son parimente 1 valori tevolari dei tre seni degli an-
goli opposti, che somministrano i xapporti dei lati d” innumera~
bili Triangoli rettilinei della medesima specie. Si direbbe con
pitt precisione che taglinta la Piramide della Fig. 1., o il di lei
prolungamento mediante us piano paralello alla base, tucti gli
inni; li Triangoli piramidali equicruri, che ne nnsceu:]:@
bero ,'e le loro hasi o fimiti o basi de' Prismi respettivi, rappre-
sefitassero i primi gli innumerabili Triangoli slexici simili, le se-
conde gl innumerabili rettilinei parimente simili , ciod non di-
verst se mon se di grendezza; Ia quale diversitd non pud mai
perquotere gli angoli o lineari o piani o solidi ; perché apparten-
gono alla sitwazione ; ma i soli lati o spigoli o faccie e lor dipen=
denze, che unicamente si riferiscono alla grandezza delle figure
edei figarati .

E qui mi piace riflettere che nella serie infinita dei Triango-
1i simili o dati di specie, posto che ancora, indipendentemente
dalle Piramidi, si volessero considerdre i rettilinei sulle saperfi-
cie delle Sfere, vi sarebbero sempre due differenti mapierc d'ima.
ginaelis Ia prima come infinitesii i data specie sopya una Sfe
1a finita ; la scconda come finizi di data sperie sopra una Sfera di
raggio infinite . Ora imaginandoli della prima maniera; & facile
accorgersi come.l” avea di quel Triangolo differenziale pe'i Titro=
vati Cavaleriani endo_egnale alla superficie d’nn Semifuso
sferico A +B+C—aD (nominato D unp augole retto) , e dovens
do ad un tempo considerarsi qual &m

- Egli & questo
e, eiot & una

¢ od elemento della supe
ficie
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ie.d” ognifinita Triang
C-aD=o, cioé A-+-B-+C
dei Triangoli rettilinei a differenza deglisferici e dall?
itesime » di qualungne specie esso din, trasportasi’ subito al
to suo simile, considerandolo nella seconda maniera sopra la
perficie infinita - Coll aj di gquel T
combina mirabilmente la formula dell’ area del Tx

P10 UNICO €0.

ELLI E R

sferica S

o (] o
' Sei . Sk = Ben,
o

= stabilita da Lagrange , come 1'altra dels

Ben.d

la solidita della corrispondente: Piramide equicrure centrala

! . ) Cor
dosi manifesto in tal caso Cos,.0 = 1 , altezza della divisata Piran
mide . E la metamorfosi del Triangolo sferico nel ‘rettilineo ele~
mentare ( e finiti suoi simili) scuopresi chiaramente dalla versios

ne della volgar formula simetrica { Corallay 11 ¢ VI ) 22 —
A

2 Taug.@.Cos.;.Gos. ;Cus.,:_:z_& % Cos.%.C08. 2.Cos. 0 =
3 2 P

Cos
. e af a N
( nel Zimite ) = 1-Lr=aT = come ho provato di sopra .

1 Del resto pui adesso con tutta verita assicurarsi 1.° che in
virtit delle definizioni ordinarie ed indispensabili delle Linee tris
gonometriche non ' ha formula resolutiva dei Triangoli sfericl
e rettilinel, la quale non Possa esprimensi con un’ equazionecon=
posta di cognite o soli seni e cosens ( o soli coseni) mercé del Teo-
re-
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rema dell’ Tposenusd, ossia de? Triangoli equiangoli o simili; o.°
chig tutte le conversioni‘delle poche formule primitive in alie
pitt comede equipolientiy o son isul di sostituzioni adopra-
te e condotte a fine per mere meceanismo di caleolo , o piit pre-
stos” appoggiano all’ unica ricerca del seno della somma o diffe-
renza di due angoli, la quale , anco senza deduyla dai Triangoli
sinzili, dipende da un Teorema elementars del Quadrilatero o Te-
tragono inscritto dentro d”un Cireolo (43') 5 che per il ‘meno ri-
sule sino all’ epoca di Tolomeo , Geografo'e Astronomo: dil Ales-
sandriz 4" Egitto, o meglio (24) dal Corollario VII. antecedente
e dalla prova poce inmanzi motivata , ed a mio parere semplicis-
sima. ¢ nuova , della somma degli angoli di un Triangolo rettili-
neo eguale sempre a due resti .

TEOREMA IL

Come da ‘considerar le due rette B, BI (Tig. 1.) nacque
T Equazione binomia trig ica 3 cosi dalla derazi
delle altre due OP, O nasce 1 universale #rinomia; chesola aba
braccia tutta intera I analisi d’ ambedue le Trigonometrie «

Ld in vero ripreso il solito Triangolo piramidale equicrure),
avente per fimite il rettilineo, arzumentasi dalle cose gia dette e
dalla definizione de’seni ec. essere OP=EP. Cos, C=d.8em.4 Cos.Cy
non meno che O = ELCos.B = d.8en.c.Cos.B. Ma: visibil-
mente nel limite (ciod quando la Piramide diventi Prisma )
OP -+0I=FG, cl’é quanto dire, 4.5en.5.Cos.C + 4 Sen.c.Cos B
=d.8en.a; ovvero Senie = Sen.J.Cos/C+Sen.c.Cos.B . Ecco
dunque frattanto la forma della cercata Equuzione srinomiz tra
V. (& non pilt IV.) eZementi . Al effetto di generalizzadla od
estenderla a tutti i casi, salvo la forma oramai trovata , vi si
debbono aggiungere coefficients in coseni (Scol. pree.) a due qua-
lunque dei termini suoi'; poiché tornerebbe I' istesso, come I'Al-
gebra o Aritmetica insegua . aggiungendoli a tutti tre , dei quali
& composta . Evvi perd una condizione immancabile da satisfa-
te , che come ¢rizerio o riscontro di veritd, all’ Analista de¢ see=

Vi~
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vire di guuia ‘nelf’ assegnazione specifica de’ eoefficienti ]wc&emg
Quellasi & che la formula universale fa di mestieri che com!
eoll' altra particelare , cui condurrebbe per rapporto al Trians
golo equicrare - piramidale rettangolo . Ora ( Cos.l)Ben.a
{Cos.a)Sen.&.Cos.C+Sen.c.Cos. B, posto il caso di B angolo retto

cambiasi evidentemente in%%. xr

o sivvero 1:Cos.C::Tangit: Tang.a s # che ¢ come eeri

EP:PO=EM:GM (percha allora il punto O eadeinG):

EDM: Tang. GDM ossia Tang. & : Tang.a « Rimane percio al pa=s

xagone verificata appieno la formula che investizavasi , e hellad

qual si congentrano tutta la Svienza ¢ la pratica tiigonometrica -
]

Corollario I.

Da quest” nmca Equasione classica tra V. elementi concer-
nente i Triangoli piramidali o sferici oblig i si d
mediante il Calcxxlu delle sostituzioni e col uncﬁnrso doll* Eq
zione binomig somministrata dal I. Teorema, altre tre composte
di 1V. elementi,le quali in sostanza insiememente colla ritro
ta.son una (25) .
L Cos:b Sena == Cos-.a Sen.bCos.C +- Ben.c Cos. B
II. Cos.c==8en.b Sen.a Cos.C + Coz.l Cos.a.
1. Cot.b Sen.a= Cot.B Sen.C —+ Cos.¢ Cos.C
V. Cos.CG= — Cos.B Cos.A + Sen.B Sen ACosic..
T P altima coincide colla seconda | data da De Cua come cardi-
pe o perno di tutia la Trigonometria (26) ] mutando soltanto gl
‘wrchi o lati in angoli di supplemento (misurati da archi anco
dessi) , e viceversa , per mezzo de” Triangolissferici supplemer
o polari, di tal maniera che cosi sviluppate non son altro che;
Je HI- Equazioni fondamentali #riromie tra V.o 1V. ekm.muu‘-
mungque disposti d'nn Triangolo sferico obliquangolo. nielle. qudte
#ra.combinazioni varie tra le guindici, che apparterrebbero in !
nerale a tuttii guadernarj possibili di sei parti integranti; e quas
it
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1i combinate a guaderne conducono alio scioglimento: de’ V1. ca-
i proponibili alla sagacitd del Geometra.

Corollario 1L

Nascono da quelle tre Formule | giacche la TV, come ¢ ¢
detto , & una replica inntile per Ia T3 sonometria rettilinea, ove
dati due , non che tre angoli, vien subito dato dalle Tavole de
seni auco il rapperto dei lati ( Scol. preced.) ] le TIL analoghe pa-
riinente trinomie velative ai Prismi-dimiti o al Triangoli rettili-
aei; ed abbracciando V. elementi per ciaschedunasono , a parer
di Garnot {a7), Ia chiave di tutti guattro i casi possibili dellana-
lisi degli oblignangoli . Anzi non altramente che ner Triangeli pi-
ramidalile fre i riducono ad una; ed & quella OP+OI=FC digia
prenotata ( Dimostraz. del Teor. I1. ), chesi pud dire la sole. ge-

neratrice i tutte, compresa come limitenella I. del Corollario
precorso sul punto od istante dell’ evanescenza degli angoli @, b
dulla divisata Piramide. Imperciocehi si conseguiscein tal circo-
stanza, a motive di Senia=ug, Sen.b= b, Sonc=c, Cos.b =1,

Cosia==1,
1. a=05C0s.C - cCosB ;e pexmutando le specie
IL b = aCos.C +-cCos. A
1L ¢ =aCos.B + 6Cos.A .

Ne far deo meraviglia se nei rettilinei obliquangoli abbiansi IV.
sali casi diversi a confronto de’ VI degli sferici 3 perché uno, in
virth della riflessione premessa , rimane escluso mercé dell’ in-
dole dei Triangoli 3 ed i 11. casi degli sferici & un lato e due an-
goli dati, o entrambi adjacenti,o un adjacente e V'altro opposto,
fanno un easo solo nei rettilinei , ove d’intima loro natura dati
due angoli sempre conoscesi il terzo . B la preposta Equazio~
ne trigonometrica tanto pilt ha da riputarsi classica ed originale
in quanto che ella 8" estende, partendo dall’ dstesso principio e
mutatis mutandis , o tutti i Poligoni (sian gssi nel medesimo pia-
Tomo XII. Q no
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no o o comed gauc/ies) y non mena che ai Poliedri, chiamate Ju.
ti Ie loro faccie . 1]
Corollario 1.

“Ma anche la 1T, Equazione de’ Triangoli sferici , come demt
rivata dilla 1. [ Coral, I, ) conduce a quelle particolari attes
zontl ai Triangoli rettilinei . Cercando difutto i1 limite &
Cos.c= Sen.b Sen.a C0s.0 -+ Cos.h Cos.c, ayremo 10sto ;
T— L’=baCoa.C+(: - bi) (I —-“:) s ovvero. 1 — %) ==l

ey o Y 3
PgoyGira > ";. €108 2ba Cos.C=4" +-a*—c*; Equa-
by
zione fondamentale trigonometrica tra IV, efementi , che appogs !
‘ginta ad un Teorema 4 Eoclide (28) & T unica bass di tutifa |
Trigonometria rettilinea, od acquista per la permutazione letre
speciali forme segaenti ;

It 2baCosC=3' 14— ¢
12 0beCos A= 5 -0 — g*
HI* age Cos.B—=a® - c* — &*

Sommate queste forme speciali a.due per due, procedono I'Equa-+
zionia V. elementi del Corollarin passato; cosi che tanto Lane oh
Paltre respettivamente si copiano, ¢ mostrano chiara la Jo:
origine comunc . Per esempio la 12 colla 1114 fan nascere
26 ( 4Cos. 01 -+ cCosB )=124%, o sivvero 6Cos.C + ¢ConB

& I istesso delle rimanenti intravviene . In proposito po =18
gnificato delln TIL.* Eqnazione del Corafl 1., da verifivari come
dirnite aneli® essa ne” Triangoli rettilivei , glova brevemente av-
vertire, che Cct.b Sen o = Cot B Sen.C + Cos.a Cos.0 :;!onﬁ

: i in & — CmB — g i &
tragsmutasi in = mScn.C+( 1 n) Lus.ﬂ,cmu.gSau.

= Cos.B Sen.C -+ Cos.C Sen.B. —‘%‘. Cos.C SenB = Sen.(B-1.G)f

oG Sen B 8eh (180" B = 0) = % G Sen' I8

Sen,
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Sen A — ':;1 Cos.C SenB , onde proviene per limite ultimo

£ Sen.B = Sen- A osivyero £ = Senh | che riconduce in circo-

lo mirabilmente d’ accordo 1‘ Equazione binomia gid nota del
Corollario VIL del 1. Teordma (colla permuta delle specie, suddi-
visibile in IIL fra IV. element:), e manifesta ad un_tempo ch’
el ora , con’ & difatti (ag), contennta virtualmente nelia L
generale predetia .

Corollaria IV.

Le 1V, Formule del Coroflario T. ( ossia I miion universale )
gomministrano fucilmente I"Equaziont binomie per I analisi de’
Triangol cilortogon] e lor dipendenti , ciot isosceli , aventi
un i..m eguale o un guadrante; 0 la sommadidue lati agguaglions
tesioad una .ecmacumrrferen-u, o cid ch’ & Distesso, quella dcbll
angoli oppasti pari o due rerti (3c), come dall’alue del Coroilfa-
rio 1. si derivane le binomie pe i rettangoliretiilinei . Cagii VI,
casi della risoluziond de goli réttangoli sferici dipendono
dall* adoprare lo sei consecutive Equazioni ,

1.” Posto B angolo retto, si cambialal.in :

cioé , Cot,b = Cot.a Cus.C 5

n." Posta © angolo retto, si cambia la'T1 in Cos.c = Coe.b Cosia
® Posto C angolo retto, si cambia la ITT, in Cot.B=Cot.& Seit.a;
4 * Posto C angolo retto, si cambia la 1V. in

Sen B Sen. A Cosic = Cos.B Cos. A, ossia, Cos.c=Cot.B Cot. A;
5.2 Posto Ik { ovvero A ) angalo retto ; si nam]:m Pistessa IV. in

Cos. G == Sen. A Cosic, dvvero, = Sen. B'Cos. ¢ 3 5
6.% Poste B atigolo rétto, e combinatala 1. colla 5. & ottiene

Cot. b= Cot. a Seh.A Cos. ¢, 0ssin, ?:.J’ = S:"‘ Sen. A Cos.c,
o¥vero ,'Sen. b= s in virth della 2% che

riconduce a quelln del Corollario 1L del L. Teorema, 1" avva~
lo-




Had Panatrtsi= rRmcieo’ uNico ec.
Tora ad untempo, e dimostra d° essere intimamente tacchingg |
nell espressmne generica trovata pe 'l meazo del presente Teares
mallE queste V1. Formule, tutte biromie, ogoun vcdmchaq
sono acconcie 3 subire immediatamente il computo !aganirmpg

Corollario V.

Molto pit agevole & la deduzione delle regole pa
pe’ i IV. casi diversi dell’analisi do’ Triangoli rettilinei pari
mente ortogonj da ciascuna delle 111, Formule generali del Co=
rallario 11.° Conciossiachs ‘
1.2 86 Bsiaun‘angolo retto, la L.* trasmutasi in = b'cos: C.
2.% Nella medesima potesi, a motivo di G -- A= go®, la L.* cons"

vertesiin g =& Sen. A (Coroll. VIL.?) .

3. Fatto I’ isteséo supposta, e Ticavato dalla JEHL.* bmm,

wiene dall’ ultima a ¢ Sl
-

=¢ Tang. A .

4.° E'final nell’ istessa supposizione , e per il motivo nofll
ha guari accennato. a = ¢ Cot.C : i

Equazioni tutte binomie, che del pari deriverebbonsi da quelle del

Corollario 11.°, e 6 rvisolvono senz’ altro presidio, coi dogaritms o)

Corollario ¥I.

Delle due copple di xette del Triangolo piramidale e del 1
tilincosue limite , ciog EP, El considerate nel Teorema 1.°, p,a,
OP, OF cnnlcmplu\c in quc:.lo 11.°.1 appeggio unico o tmuca o)
mune, da cui si partono, & I altraretta EO perpendicolare a
pianodelln faceia della Pirumide opposta ad B, ossiat FDG ,
quindi al lato FG dopo cambiatasi la dettu Piramide in Prismajy "
Or questa retta EO ¢ molto significativa per rapporto all’an
praticata de'Triangoli ohllqna:woll st sferici che rettilinei, qug
tunque proceda direttamente, come abbiam visto, dall’ elen
tar Geometria. Imperocche il pian del Triangolo DEQ taglia 3

si=
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sibilmente il Trisngolo piramidale oquicrure obliquangolo | o siv-
verolosferico ) it due parziarj Triangoli piramidali equierari
rettangoli ; ¢ nel Zimite la retta EO taglia perpendicolarmente il
lato G 5 ¢ divide pereid il Triangolo rettilineo ( & Prisma retio)
obbliquangolo in due parziasj rettangoli, Di qui prendono origi-
e I soluzione indirctta degli obliquangoli collo spartirli in rets
tangoli , la dipendenza dei primi dagli nltimi per mezzo d'un an-
golo disoccorso o gussidiario dello spartimento in due segmen-
#i del lato opposto, qmantungue volte fia d’ uopo prolungate a
proposito , & finalmente la ridugione delle formule trigonemetris
che a due simultanes binomie, adattabili al maneggio dei logg~
viemi. T che sia cosi, vien ¢id confermato mirabilments dall’as
cordo del caleolo di Lagrange (31) coll’ analogia discoperta net
passato Scolio dell’ares dei Triangoli sferici e rettilinei, Difatto la

. e, ) (Cimir—s - e .
normale EQ= 1;/"—-;—*‘—"”—"’;—-""’%’ te s “)nu:zetlxlmm,
=

per 1i Blementi ; laonde in virthh del paralells provato, il seno
EO dell’ arco perpendicolar negli sferici (rimontando dal Zimite)
l/({sun.m—pl-}ﬂ (Sen.o-+-b—c} (Sen ao=t) (Sgn.c--b—a)

a TR ) v

’
a ).GDTBGS

G

avvera amivandovi per altro metodo . I non che il paraletio sus-

sista nei soli Triangoli ortogoni, &' estende egnalmente ai Trape-

j bircttangoli @ sferici ¢ rettilingi; perche il limite dell” espres-

sione analitica dell’area = d'un Trapezio sferico, ciob Tang. % =
Aty & 3 stpoapard

Sen. =" Tan.c divental e =842 ovvero T=12 A per
= e

GosF52

T arca 4 am Trapesio infinitasino rettilineoy I’ & quante dirc

1 istessa Formula rappresenterd I’ area d' un Trapezio simile fini-

2o birettangolo rettilineo, e PAgrimensura sferica di tutti @ Pol:

goni segnati sopr’ unn Sferasara in perfetta armonia colla pia-

na. Auzi in quei pochi casiy ne'quali 1" analisi Togaritmica dei

Triangeli si conseguisce senz'arco 0 angolo sussidiario, le due Ite-

go-
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goie rinomatedi Nepor, che vi'cond
ti non essendo che repliche delle
{ari’) , sono stret|

(32) delle secanti d’'una: civconferenza di Gircola!,
i

ili, 0's¢ si faccias

rimanens

me trado! 1goli o=

col Tdorema notissimo. elemrens

ncnte Conmness

meno di loro, da).

A4B o
S Tang. S

ai Triangoli sirn

VIL"del 1.2 Teore

123 stante che Tang.

Bl - 4
z- = =8eni—— danuo insiem com«

| =
Sen, -
|

maodl
Formul

) o

1 discorrere questo
[+

mento

»ed i V. efes

ogo a farne soggetto di particolar r
no infutti le medesime espressioni

cehé Ja Lt i cambia in Tang, 22 Tang, &
5 3
5 . C2A4B
,Du.]cpm-rm;J—A“'F—zgﬁJ

sl el i
—, cioe T

: a— &, come sopra. Di piis

tinteacciare qualunque degli angoli dhun T
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lineoj dilcui diansi i tre lati, anco pilt chiaro si manifesta il pa-
raletlo delle due Formule conducenti al valore dell” angolo inco-

A o
a

Sen ke divon-

Sen.

gnito A, essendo che Tang

dper—it
1 8én, T gen, =

(CEre )

1a appunte nel limite Tang. —:—‘:;/ T i JoRHLLeTIe g
A

Bon. = &
te alla conosciuta espressione analitica derivata da ey
08. ;A.

ed applicabile ai logaritii (3

Corallaric VII.

Chiungue rifletta alla varia composizione di tutte le preces
denti Formule univessali ¢ particolati, ne ricaverd tasto il orite-
te i casi, nei quali I enalisi de’ Triangoli
i o rettilinei porti, 0 portar possase certe condizioni spe=
ciali manchin nei dati, ad nna doppia soluzione; e questo acca-
de tutte le volte che I’ elemento incognito , o angolo o lato ch’ el
sia , dipenda da un seno, € non da altra funzione, come coseno,
tangente, catangents , ec., la quale involva linee trigonometri=
che, cambianti ssgno per rapporto agli angoliclati lementa=
Le medesime Formule insegnano quali sien anco
wzioni non ammissibili , ossiano di soluziane imipossid
scontrarsinel 1.° Gapi
natorie

mente

3 & possono {
precitata Memaria le belle e istruttive Tavole combi
di Goudin, compilaté dn lui a si fakte proposito, Quellaincertcz-
72 perd che contengono le due solugioni, vien tolts o dai dati
del Problema da sciogliersi, o dalleefementari proprieti dei Trian-
goli relative alle concomitanti specie:dei lati e degli angoli. E ta-
Tuna volta anche i senis per dipendenza dai dzté, importin uni-
ea soluzion, ebhe tra Ualtre e 3
dell area 5 di nn Triangelo rettilineo, non dimosi

Fornula

COMmE. &




drc{34) ;e ch’io provo nel modo seguente. Perché § == {

54 COSa

L ob Sen(A+Bj=2

gi, ad una Ser

, & motive di /

Parareesr & o

.B)

ab:Sen.(180° —(A-+B) )

perficie triangolare derivata dalla conoscenza

etica. Somministrasi immediat
della normale M ( F

s Ja quale coincide , sott’ altro aspetto,

11, Vi1 del Teorema 1.%), siacché I'Equazione

P10 CNICO €0,

—. ‘

Afon®

4
e et lod) Pateds

b ( Coroll. VIL. del L. Teorema ) =

24) —-(r—}f‘,os.nnj) |
Sen{i=F1
t p GeafAid)s

5°4.), la Formula l.mg c

5

- 180" — (B-+G), si converte in
8.8e0.C
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#5en.C + ¢ Sen.G Cos.(B+-C)=cCos. G Son.(B-1-C), ciok 1Sen.C
=(Cos.G Sen.{B-+C)—Sen.G. Cos.(B-+C) ) = e Sen( (B+C)—C)
= ¢Sen.B ; ma niuno ha fino ad ora provato oh’ essa conduca al-
Ia medesima conclusione del’ allegata nel procedente Gorollario
Bt

V1%, o sivvero b +c: b—c:: Tang B'_:_.nxz Cot% s Tang. =
Lo
e
sta colla massima facilitd, ed uno dei molti esempj d'espressioni
snalitiche di sembianza affatto diversa, avvenga che sostanzial

mente e stesse . Perocché Tang.C== Tang- ( (-“4;9 —M)

(1) Tang: 242 meenO12 siSen Bl g, (DD

i A L :
ol & quanto dire Tang. ===, Cot, I-!-;Cﬂ Cib tuttavia si dimo-

1+ Tang® = Cos.BED " (pr-ofos.? Ly (p—cen.s E2

bte+(3—dSen B9
e 2 (B4
Cios.” T’

) B+C
nc.ﬁsn.m':ﬁ Cos 222

B R R e e e
B B+-G) H+0) B+0)_ Tt
b (Gos.' 0 gan® E‘T’)""C Gos* —— —Sen.*

a a

1y, (B0
ac.Sen EE2Cos. B2 e A
T T ECe B ol
bie (Ccs.‘ B0 _gent T2

conseguenza di B+ €+ A= 180° [ Seolio preced. )3 1’ ‘o\ndti
ricavasi um nuavo nesso 5 inosservato sino al gres_c?ts dagli vnﬂ:t
Jisti e senza dipendenza aleuna dai Triangohi similf ( Corolls Vv )

{ra Ia Geometria elementarg ed 1 I¥. Canoni Neperiani -
Sceolio ¢
Quantunque volte piacesse dedurreil passato Teorema 11° &

tutéi 1 suoi Corollarj dal Triangolo pimm'uhie equicrure col non
Tomo XII, B pren-
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prendere aseorta F analogia né tampocoila dottring. dei imsisi
potreblie farsi cid agevolmente, adattando il discorso g i
allo sviluppo in piano dell’ angolo salido al vertice della Pixy
de, disegnato da Legendre nella Figura 198 della Tavola IX.
di lui divalgati Elemensi'di Geometria. Conciossiacht , se el
Quadrilatero, in A, G birettangolo, SAOC imagi da Al
condatta unanormale sopra SC , ed altra sopra €O, si yedrd g
bito colla definizione sola dei seni ec., che SCG=8A. Cos.CSA i

A0.8on.CSA, ondofPmCios QS ShCuON _ o0 SAc,,

I Sencan

= GGG AT _ Gl o ey appunt
seconda Formula o Equazionoe eattolios riportata nel Corollai
1.° prossimo antecedento , simetrica rapporto agli angoli a3, &
oltredicid complessiva e chiave unica di tutta la Trigonometria
sebben qui riprodotta da un Principio s1 facile’e luminoso , com®
¢ quello della linea retta 8 oguale insieme alle due di lei par
integrariti . ;

Exrano di gi cognite ( ed ognuno se 1o rammenta ) ai Geos
metri dell*antichitd pit rimota entrambe le affezioni di

}

qualuns _'
quesiasi Triangoloyettilinea,ch i "L ]
punto comune ( centro del Gircolo inscritto a5

citd nclsecondo) le trevette partite dai vertiei degli angoli
videnti-per metd i tre angoli medesimi del Triangolo, come

tresi le tre dividenti nel mezzo i suoi lati' opposti. Altréve ho.
provate sinteticamente(35) ( con assai'maggior brevith ¢ senz ‘ajite

to di Triangoli simili o proporzioni, copforme taluni avean fat~

to (36) ) che concorvono ancora in un punto medesimo le tre ret i,l
tecondotte perpendicolarmente dalle cime degli angoli sw il %!
opposti; intorno alle quali rimane sin qui mancante di prova di
rettail bel Teorema datoci da Garmiot (37), della semma cios delo

L= tre rette, che dall’ ultimo punto vadano sgli apici di tutti gli L‘
angolis eguale alla somina dei due diarerri ‘del Gircolo insorittol
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si le pilovvie Proposizioni della Ge
mentare, abbiamo in primo luogo che le tre perpendi=
eolari intere AL,BN,'GM sono tra lor i
lJtl

14 bubte evident
area triangolare e dagl
t¢); ed abbiamo oltrecoio lJ verificazione f:u.uc ud Teorgma allox
quando il Triangolo fosse equilatero , ed il punto di concorso D
centro comune di grandezza e dell” ins ircoscritta con-
centrica circolare Lm.ume)cuzn, stante L,ill: in si fatto particelare
DA+1)C = diametro del Circolo circoseritto, ¢ DB=2DL z.‘zz-
metro del Circolo inscritto. Di pari acea dc nell’ or rommu eq

i 1i foo-

a dus { poiché It D ain A): mE.sm
enti che (thu per metd I’ angolo ABG me-
e incontri L'altezza ASin O, e queato punto
ad AB, si ha BA= BT+TA=BT-+T0=8B--
hie son le due sole distanze residue BM,CN)
omma dei duc preacesnnati dizmelri .
ne: del Teorema medezimo
ere, colla diversita procedentedal-
o tra gli ortogonj ed 2 wbligonj ;
indicate, a motivo
diducela re-
ttoa quella degli
i suddividono il Triangolo BAC in tre
Uno di questi AMDN ha per lati intor-
}.M AN, cicé, & Cns A,cCos. Aj
ne elementare (38), la diagonale
AD

condotta OT norma
& BA - AC

no all’angolo A i due seg
laonde, in Pr




S
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——
AD =y /PO i Ok O, b’+c‘—sbccos.A,‘!

+Cos. A (oppure a Cot.A), per gli elementi geumetri‘i‘

) . Dunque valendo T istesso discorso in rapporto agli all :’
wdrilateri BMDL , CNDL, ricavasi DA -+ DB - DC=
5.C; avvero ( Corolll |

0
T

Ho'del 1.° Teor® ), posm 11 il raggio del Circolo circoseritto all
Triangolo, o ( Gos. A-+-CoerB-+€os.£): Formula elegantissima E
nuova daagginngersi alle gik connsciute tnrxunum:.tnche . Ora

{40) Cos, A+-Cos.B-+Coa.C =.("”"=_u)+ {i":;_"l )+ “A"‘:M_ -

Er

T s An’ff+[5-§-d-—\n)(ﬂ+c—9\(d;+
pabs

(betecm tlgne—Bapebmc) i

£l i el =’+Ei gnand r;lmggmdcl!
Gircolo inscitto (41) : Quindi s che m.+nn+nc=a}1{ 5y

s=sR-+-or, quanto appunto mi proponeva mostrare; e si conseguis
sce di pitt per ogni Triangolo rettilineo (salvo i segni ) il precla-
ro Peorefna non avvertito che ., B raggio del Gireolo inseritto a
+> raggio dell’ inscritto sta scmpre come il seno-tutto alla d:f
23 Tenza tra la somma de’ coseni dei suoi tre angoli ed 1l medeaa
25 D SENO-LUEO + 3

Giova adesso d” agginngere 1" illustrazione di quella Formu~ =
Ia celebre che determima 1” area = di qnalunguie Triangolo sferi=
b/, conoscendone due lati a , b, e Fangolo € dai medesimi con~"
tenuto; poiché per mezzo di fei-si.deducon di nuove colla massi
ma facilith fecondissini risultati o* gnalogic manifesta tra
Triangoliserici e rettilinei . Dessa Fcrmuia, ben diversa dall’a
‘tra accennatx nello Scolio del L* Teorema, & cosh conce

Cot. L F=Cot. - ~a.Cot % !HrCDS.G Sp}cci ancor quivi contut
Bets
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cid Iwminasamente il Zimite della Formula trasportataa rappresen:
tare Ia superficie del Triangolosferico infinitesimo, ciod (per lo Sco-
tio pred.* ) del Triangelo simile rettilineo Jfinito;essendo cheallora

2 Cos— X L : LA
Cos. 2 =Cos7 & Cos. b+ o si muta mell’ espressione i
T s

en. 2 Sen
3 i

&

a Sen,»} b

Sen.G

z

el =,‘%.Szn.[} (in virtidi a, b evanescenti); ed&
Tt b

quanto dire = = 5:- Sen.C, come insegnano gli Elemonti, ¢ 8'8 gid

visto nel Corollario VII. anteced Neé havvidiscrep verus

na tra ladetta Formuls universaleelaltra dimostrata da Lagrange
con tutta chiarezza

Tang 2 _ 0/ gon cbedeyy, (obrdg,
79 5 :

T Oava+Conr-Coi e :
imperciocché facilmente si prova medianto il caleolo di Legen=
. '
dre (4a) che jando la prima e cambiandola in =t
i : Cot. =

(mmmtimht=c)

1 Eti=Igen
5

Tang. 5;2 » procede I ultima puntualmente , @ con mirabile de-

cordo quelle due frasi analitiche appariscono ad evidenza, come
non di rado intravviene, equipollenti o sinonize -

TEOREMA 11T, ~

8i vuol dimostrare che tutta la Trigonometria ( posto il rag-
gio == 1) concentrasiin un® Equazione trinomia semplicissima di
questa forma Cos.iz + gSenz ph=o0,¢ che siffatta Equazione,
non meno che il dilei seioglimento hanno per loro propria ed in~
tima etiologia I’ Ellissi conica o Apolloniana.

A senso dello-Scolio antecedente I’ Equazione unica tra IV.
elementi, dalla quale tutto:il resto dipende, ¢ Cos c=Cos.a Coa.b
~+ €08,C Senwa Senk . Ma 4o facciagi d== = (direl

stesso diz ),

quel-
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quiella diventa Cos.z - S50 fene

mica Cos.B == .“_“ 5 & per mezze d una seconda -mnsmule i

Cos.C.Tang.a=Tang. &, ovvero, mentre ca, trovata Sec S—

si conseguisee tosto la ridotta Gos.z - Tang. )i: Sen.z — C“‘ ) J‘S

=0.Varrebbelo stesso il risp Paltra Eq
ch'é replicadella prima.Cos.C=~Cos. AGos B+-Cos.c Scn. ASen B
(, Corollario 1.° del. Teorema 1> ) solo che si.facessero, come

Jdie e Ui ] |
sopra,B=z, e |’ Equazioni sussidiaric pz=ocs ) B Cos.c. Tang. A

= Tang. £, onde convertisla in Cos.z — Tang.) &' Sen.z 4= |

gf,’:.‘ )B=o. N& meno agevole ¢ il modo di tru,mulare SER AR
cioé Cot.b Sena = Cot.B Sen.C + Cos.n Cos.C : perché posto |
€=z, cfuttaGot b Tanga =54 §, S50 = Mang b, & atticn,

Cos.z—-Tang. ) & it Sen.z-—e‘“ )& = e, coineidente tapporto’ail
ngm con quella esposta in principio. E guando nell’ ultima i no~
nlinasse o= z, egli & manifesto égualnienite che mediante le due
Formule ausiliari -Li:%‘% Tang &,Cot. B! ’!'Jng.G._. Sowiyia g s:c_: “ 1
rebbe Cos.z—Tang. ) ¥ Sen.z+ E:: ) =0, analozga quanto’
ai segni all’ Equazione seconda, Ora, mercé le cose premesse ,
queste 1V- Equazioni sono, 1.° unica per la forma; 2.8 due per la
combinazione dei segnij 3.° quattre guardando,, olty’ i segni
valore dell’ vltimo zermine ,se coseno o secante, ciod se minore o
maggiore dell'unitd o raggio trigonometricos 4 finalmente han-
1o tutte per Zimite il easo di f = 9o’ cioé del terzo termine =1,
ossia ( Corollario 1% seg. ) de’ Triangoli equicruri o/isosceli .

Eeco dungue I' Equazioni predette ri 5 oui tutta
siducesi (secondo Goudin ) l2 sferica Trigonometria ,
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1.* Cos z <+ Tang .k Sen.z — Cos.f =0
11" Gos.z + Tapg & Senz—Secf=0
11 Cos.5~= Tang.% Sen.z + Cos.f=0
1v.* Cos.z — Tang.k'Sens =+ Secif=o
Dimostriamole adesso ( cid che non ha fatto PAutor Francess) in-
sieme colle lor sussidiarie ingrenti alla locale proprieta dell’ Ellia-
si riportata ad entrambi i suoi focki ed alle laterali tangenti, e
proviamone oltredicis-dipendente la soluzione‘dagli angoli'o ar-
¢hi correspettividella ci ferenza del Circolo it O'circos
scritto, come nel famoso Problema di Kepler. Enon potrebbe mai
essere: diversamente subito che tanto i piani in cui sono le rette
EP,EO, ed EI, EQ considerate nel Teorema 1.”; quanto gli stessi
delle rette combinate OP, PE, ed OI, IE), d’onde nacque il Teore-
ma I1.°, vengono ad essere inclinati rapporto al pian della base, &
percid genererebbero Ellissi tagliando il Gono circoseritto alTrian~
golo piramidale equicrure, quando questo fosse ancora rettangola
{ posto che cadesse Q in F o G ), mentreall” incontro trasformas
tosi quel Triangols piramidals in Prisma retto, e lo sferico inret~
tilineo, I'Ellissi conica diventerebbe Gircolo circoscritto all istes-
20 Triangolo rettilineo , imize delli sferici, tutto allora giacente
in un pieno; e da tal connessione del Gircolo: col Triangolo rets
tilineo sogliono rieavarsi i metodi ordinarj per dimostrare I' ana~
Zisi dei rettilinei Triangoli d’ ogni maniera..

Sia dunque ( Fig.” 6.) Ia Semiellisei gonico-ilindtica BRCF
circoseritta dallavircolare-Semidirconferenza gencratrice BEF, e
sul perimetro della prima preso a piatimento qualunque’ punta
K , e condotta la tangente della Curya 1KL; ‘che incontriin A il
Protratio asse tiasyerso p maggiote FB, nel quale vengan segnati
idue focki Gy Eonderabblasi: U eccentricitd intera (che:Goudin
chinma mezza ) CD = DE==/Cos.8 riportats a DB =CG="DH
= GE =DF =DL= DI (per la costruzione e gli! Elemerifi coni-

i raggio tigbnometrito, o percid il semidsse copjogato o
enif oyl angolo GG = GED = B, mentre/ii dug
0GRy BK 5 Puno eI’ altr! angolo KCF, KEF

I angold FAl = &5 ) angolo CEA =EEI = &
€O
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loro supplementiy in virth delie Coniclé, 1135%
€L, E1 perpendioolari alla tangente IKLA,
P al raggio vettore EK, siccome DIaCK, e per conseguen=
za KC = IDF, KEF =z’ = LDF, CKE = z —z=1DL,a

Snalmente, menate KV normale all’ Ellissi ¢ DPT alla tangente,

CKV = EKV = LDP = IDP, conforme rileyasi daghi Lle-

a

mendi tests rammentati-
Costrnita cost la Figura, immediatamente ne nascono VI
1i

Lquazioni specali .

Diffatti condotte all'asse maggiore le perpendicolari 10, LS,
& tenute ferme lo denominaziont di sopra, ognun vede che stante
= BBEL g oo 10—LS,Cos.c=DQ =D§

4] by
Tangk = 2ot = T,
[ senz’ attendere per ora al segno sottintesovi {43) ), procoda
DQ -5 . 1Q
Casiz--Tan.k Sen.z=DB ﬁ‘L =DB (DQ_—{- QE, per cau-
0 O (D5+-C3
S 4 - 18

«a dei Triangoli, AE , ALG entrambi ortogonj, ch’é quanto scris
Al il b ((',‘ns,z—-»—i‘u-.r-e-tim.‘ﬁ
vere Coss -4~ Tang.k Bon.3 = } 60 T 000 oo 8
1.* Cos.z—Tang.% 8en.z -~ Cos.f = 0, o prendendo col
sn6 vero segno del coseno ( sin qui contemplatonel supplementd

angolare di ) I'angolo = .
Clos.z + Tang & Ben.z == Cos.f =03 @ passando zell’ una e

ciog

nell’ altra 2l supplemento di %
Cos.z -+ Tang.A Sen.z -+ Cosf=0o
Cos.z — Tang.k Sen.g — Cos-f =03 1¢ quali due ultime E-
quagioni (accennate e non scritte da Goudin (44) ) altro non'so-
110 in sostanza fuorché la replica delle due prime .

Ma quando in vece dell’ angolo  sostitaiscasi £ nell' Equas
zioni di gid stabilite, ciod si surroghi all'angolo della tangente col
maggior asse quello della medesima col raggio vettore, la figura
ed indole dei Triangoli mostrano k=7 — &' . Quindi n’ apviens
[ operando sulla seconda Formula, perché ¢ & pocanz veduto ess

se=




Dy Pretno Fensonr . 13y
ser ella la matrice di tutte) .Gos 5 -+ Tang. (2 —7') Senz —

Cos.f= o5 ovvero Cos.z + (:r

'_“:EI) Sen,z — Cos.f=o,

giod Cos.z - Tang.kSen.z — Tang.¥'Sen.z 4 .ﬁ_%} —Cos.f—

Tang. &' ,Cos.f = 0, ch’ & quanto scrivere Cos*s -+ Sen.’z

- C'\s 54+ Tang & Sen.z ) Cos.f =0, ossia 1 — (Cosz +
TFang.i'Sen,z) Cos.fi=o0;,e¢ {inalmente Cos iz Tang KBen = 2z

= o0, d' onde derivano la
11:% Cos .z -+ Tang.k'Sen.z — Sec.g = o, ¢le conseguenti 0
identifiels pe’ i supplementi-di =, K
Cos.z — Tang.& Sen.z + Sce.p=0
Cos.z + Tang %' Sen.z - Sec.f
Cos.z — Tang.#' Sen.z —Sec.f=o0.
E ancora pit agevole la prova delle binomie-ausiliari, com-

AL IR gy

putabili por Zogaritmi. Imperciocch Gos k: Cosk'

CE: 2T —DE:
IIL* Cos.f Cos.k — Cos.k = o.

Di piil, introducendo l'aréo o angolo @ dell’ Focentrico astro-
nomico-| hc pleriano, ciot BDIL, .|l|hl'l|nn Sen.k: Sen &'t DI+ DA
( Coroll. VIL® del J.“ Teorcmu ) : : DB DA :: DO : DB ( per le
Coniche ) @ :1;equindi
1V." Sen.k' Cos.¢p — Senk =0

Oltredicio dagli Elementi conici si deduce essere 1 Tang
| CD'= HD*— DG*: DC* :: RO OK® = LK.KI (47): 0K
LE KL rm’ \
515" 5os : Cot.® LADH‘
\’.‘ Tang,B Cot.k

Segue coll’istessa facilith 1’ altra Proporzione geometrica
Gotetk : Tang'p < RO — DA (poich RA & tangen-
Tomo XII. s te

: Cos.f3; laonde

= Sen.’@ ; e per risultanzala

Sen. =0
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te el Gireolo )+ SRR T < B Bt
Ben.‘ﬁ'(mvrc(‘. dclle Canu:fm ¢ della Proposizione XEXV1. del
bro 111.° & Euctide }; &’ onde proviene 1
VI.* Cot.k Senf — ‘I'ang. c;ir..o 3

Ed in ultimo luogo riceve origine dalla dottrina m
dell’Ovale comune I Equazione binomia resolutiva dell'Fas
nil.%e I1%, ossia il valor duplice dell’arco o angolo incognit
peroeche riferita alPuno od all’altro foco la Curya, havyi tra i
weltari ¢ le funzioni degliangolial foco predettila relazione g

via proseo degli elenmentari Analisti (46)((‘9(%:%:_28]):!:3 o

lt KD BG. RO

dalla_quale deriva(—‘i:?&%ﬁ *FO — BB Fo
( CGKO - 00 KO _

COWERC0) — OF O

(non attendendo ai segni) Tang.2'= ;—g,’!‘ang-z— To » & Per cons

guente (47) Tang.< “:‘Eé%ﬁ: Tang.< z:c&_ﬂ_u , Tang.f —

Tang. 2=

e

Lb—J—LD

Tang.~ B ) Cot.= #; e percid in generale
Vi~ Tang = % — Tang. —-ﬁ E'::‘:"‘Ej Bi=io.
Lo scioglimento perlnuﬂ) dell’ Equazione caftolica trigonos
metrica nell una ¢ nell’ alura forma
Tang.k ) _ (CosB_
- Cos.z + .ngk )sz (Secp="°

si conseguisce subito coll’ artificio della doppia ausiliare

N5

8 ¢
VIL?, adattatissime aIl’ uso detle Tuvole dei logaritmi o Neperia
-
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nn—iperbcliche o Briggiano-iperboliche , Tan. Cot:k Sen. B
Sen.)  Cot £ Tang.$

Tang. 25 ='1'aug--£~ Fbég:'zg'l $ 3 dove son manifesti in cias+
S
cheduna delle due forme i due valori diversi di z, ossiano le due

radici ' oguuna delle divisate Fuazioni .

COROLLARIO 1.

Sein vece di KEF = s pongasi il suo suppleménto KEB (lo
che &1'istesso , indipe lentemente dai segni , pel valore assolts
to delle funzioni circolari delle radici ) o’ avyicne KCF =z=
AKG +KAC =4+ k, e z =IKE —KAE= K —k, onde
'%"' =#, 2= = &: nuovo metodo di ricerca dei due valori di-

L stinti dell’ incoganita nella 1. Equazione o nella I1* senza I’ ec-
centrico b, ma mediante il nesso somministrato dalla 111.* Equa=
sione . La familiar conoscenza dolla Curva elfittica mon lascia
dubbio sulla corrispondenza d’ un valor unico st dik, come di &
ai due di 55 né manca tampoco di suggerire 1.* che la IL* preac-
cennata Equazione Cos. Cos.k Cos.&' assume la forma di Cos.B=
Gos.k = Los. (= — A} oyvero di Cos.@ Cos.(z—k) = Cos.&', d’on-
de procedona le dipendenze scambievoli delle 1V. funzioni indi=
cate e vicendevolmente connesse e determinabili; alchela V.

o, Got. {‘T‘.)

@ V1* Equazioni trasformansi in Cot,(= a

i =t evale adire Cul.(' #): Cot. +: Sen. $ Sen. ¢:
: oA s »
L Tang. fTang. @ : : Cos. § Cos. 02 13 8. che nella 1.* Equazione

cattoliza I arco o angolo &, lacui funszione & coefficiente del se-
condo termine, pareggia sempre la semidifferenza delle due radi-
&i, 6 K viceversala semisomma nel cofficients del secondo termi=
ne della I1.* Equazione .
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Al COROLLARIO IL

Al Mentre Ia L* Equazione Cos z--Tang & Sen.s — Cos B=oc a.
motivo di f =0, & appresentasse nella segnente ma
= Tang.k Sen 1, € PErcid combin o 112 > pere

1, onde ero entrambe la jwm

Casec.z — Cots

Tang. Lz, ed in ¢

atto limite , nel quale

nmedesimano Te due ¢
fuor &' una sola radi aitra , coincide
a costruzione di quella cal mutamento dell’Ellissi scalena in
abola Apol ana . Al ti DG - Een B & anr u:ih in

L

paragone di DB = 1 e m::o\fo:d C, e
dell’ immensa eccentricit si perde \.“ u,m
Li d”

infinitesimo., e laltro
dalla tangente coll’a
ima o dal p
1||Ju|.::m( tri 3 s i (|m

inea retta ov’
tte Te volt

e nella Trigonos
articolare della soluzione nd z.mzt d
o isoscede (

5 0 parte integrante d*uno spiechio {
con altro equierure) conforme ri

B del ' Teorerna poco innanzi  provato

= 1,Cot.B Tang.C

scaleni racchiusi entro della Formula generale.
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COROLLARIO 11T

Altro Zimite della serie-infinita dell’ Ellissi scaline , o medio
termine tra le allungate e le compresse, & anche il Circolo o Ellis-
§i equilatera . Questo avvicne allor quando i due fochi si confon-
dona in uno col centroy si soprappengono i due raggi wetiori ed i
due angoli eguali z,z"; diventano Cos 8 ossia I” eceentricitd = 0:5
Sen.f=1,8ec.f=co; ¢ la primn Equazione cattolica prende
la semplicissima. forma binomia i Gos.z - Tang.k Sen.z = oy
ciot — Tang.z = Cot.k, ossia—Tang, (RDF)=Tang, (RDA) =
Cot (RAD); lo che ynole apertamente significare DRA angolo rets
to,, siccome abbinmo dagli Llementi. A tale accidente conduce
o il Triangalo sterico che sia rettangolo, o quello cli’ abbia un de?
suoi lati eguale al guadrante (il qua'le si scioglie in simil mnnie-‘
1a , avendo per supplementare o polars un rettangelo ): ed & ve-
ramente mirabile , oltre al criterio che cosi se n’ acquista, la
connessione grafica dei Triangoli rettangoli sferici (e loro dipen-
denti quadrantali; isgscéliy o cheavesser la somme didue lati
eguale alla semicirconferanza d* un Gircolo, o di dne angoli pari &
due rezti ) 00’ i rettangoli rettilinei, non meno che la concordia
delle ultime Formule colle da prima mostrate . Concidssiache es=
sendo in questo caso ¢ = 0% ¢ Tavg.k==Tang.a Cosi3, per le
denominazioni assunte in principio del passato Teorema 5 avre=

mo —= Tang.z== — Tang b == —‘_T"\Lc“ : Jovvero—Cos.C=Cot.z,

Cot b, ciog, nel Triangolo polare rettangolo, — Cos.(180°—¢)=
Cot {186° — A)Cot:(180°— BJ; -¢h’ come dite Cos.c=Cot.A.
Cot.B, conforme. porta il Num.®4.% dei Corollario 1V° del 1LY
Teorema . Parimente accade rispetto aila 1112 Equazione Cos.z—
Tang. Sen.z = o, ( Tang.(RDA ) = Cot(RAD) ) , | dove, stante
5=B, e Tang.k = Cos, c.Tang.A, . C angolo. relio abbiamo

Tang Bz= — ““ -,/ valle a dire Cosie = ©6t:B.Cot. A, come'so-

pra, ¢ come debblessere in un Triangolo immediatamente orto

o




rda Panaverrs & frovemio owico
condnce al
¢he anco la second
Pre appoggiata, come tr
gonio DRA; peroct

gonio.

gid ritrovate espressioni analii-
alla’1.* Equa; € $em-
tre , al Triangolo rettilinco ortos
Tang.k Sen.z = o in questa sup-

one

posizione, che stabilisce z— G, Tang.k=

» Cot.b.Tang.a

Tanga

o=

ngolo sfe-

i
tico ad un tempo avente per lato un guadrante, e lo abbraccia

ol mezzo di —Tang.C

Cos, a. Tang

20t.B.Tang.C, siccome conformemente dednce

ne H1L* del Coraflario 1.° del 11.° Teo
(5e°)

o, mentre pongasi

Cot b - A . 5,

Gy Proviene rispetto-asi fatto Triangolo sferico ed ord

ma | o3
©); e dal Triangolo polare corvispor
a, Cot. B.T;

ang.C=0, cioé B = qu%,

te appieno colla 1.2 del Coratlario IV.° del di
Quanto poiall* altra ipotesidi Sec.fa=cs , ci

CosC _
e o

s0p=

=, CotdTange=co,

Cot.B.Tang.C=<o, che torna a scrivers 4= 90?, A = g0°
a=90", G = 90", dessa non fa che ripetere sopra q,A la 1.5 ¢
a," delle passate combinazioni sopra ¢, G, I 3.4 sopr’ a in vee
b,ela4.* su € in cambio di B, e cid sem prea proposito de
Triangoli sferici rettangoli o quadrantali. Pro mente
dall’Equazioni eattoliche nei detti casi Tang.k' == , & vale a di-
Te ' =qu°=DRA angolo-retto { il
golo rettilineo rettangolo ), ovvero Tang. * 8
k=0 (ch'& il Limite del rammentato ortogonio Triangolo retti-
lineo}. Nella prima supposizione Tang#' = Cos.C.Tang z rac-
chinde V'istessa ipotesi di 6=090°% come Tang &' = Cos.c.Tang.&

som-

chiama all’ istesso Trian-
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somministra A = ad un angolo retto, Tang k' = w =

e finalmente Tang.k' == Coté
Los.
tutto in corrispondenza precisaalle di gia fatte preparazioni ipog
tetiche . K nell” altra supposizione avverrebbe b= go°, B= g0,
a=go®, 90’ la quale combinata insiem colla prima reca i
Triangali sferici biveteangoli o biguadrantali, di cui sono un ca=
S0 particolare i trireitangoli, o rriquadrantali, ottava parte di
tutta Ia Sferica superficie o quarta di quella dell” Easfero .

suggerisce C =ad nu angolo retco:

COROLLARIO IV.

Ma, per compimento n]: qamsro Snggm di Trigonometria
sz'lco conica, quqh nase binazioni e rapporti colla teoria
ebbe mal ;l uambmumulu dell’ Ellissi in Iper-
liuln » dopo esauriti gi lli del Gircolo e della Parabola? Ognu-
no conosce la metamorfosi dell’ Ellissi in Iperbola, e sa I¥intima
ne ehe passa tra queste due Gurve congeneri . Prima as-
sai di Carnot , colla guida dell” unica relazione immaginaria
: /=1 { cioe del trasmutamento o passaggio dalla Tr' go-
u circolare all’ iperbolica , ossia della variazione di Cos.*B
1 ==Sen.’g in Cos *f= 1 — (Sen.f v—:} =1 -+ Sen.’
goai In maniera di trasportare Pespressiont integrali Euleriane
degh archi d'un® Ellissi agli omofaghi dell’ Iperbola {49)3 ed ora
manca sol di provare nell’ unicac o sisterma di questa ultima Cur-
rusli col Circolo la proprietd elegantissima (Fig.” 7.)
consistente nell’ esser tal i stretea la conuessione tra I'Ellissi

ce F & le due corde dall” altro
MA.NT alsecond’asse, prove
s:'mp\euunlz idug lrapcz; birertangoli BMAD,BNTD, sebbene
per ! inve subrontrary . A fine di cid dimostia
chisgi dal vertice B Ia normaleall’ asse © la comun tangente m{,

o=
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onde Pangolo MBY si manifesta eguale a MFB, come To' & parie:
monte BNA por caiisa di FA: AN: AB , ed in conseguenza an-
co; NBU. Dungne non solaniente NBM ¢ sernpre diviso nel me%
zoda BY, e si hain ogni caso BM:BN: MUUN nel sistéma 5
oltraccid’, mentre nel Cireolo si verifica MFB =go°— MBF, ya
1 inverso nell* Iperbola_conica o sivvero NFB = NBF — 90",
mentre niel primo FM : MB: FUU — FM =, all' incontro nellal
fralsiha TN {NB: FN — FU =, strettissime analogie. b proce:
dendlo pit avanti, MBD = go°— MBY = go°— BNA = BNT
Jaonde ancora BMA = NBD | Finalmente , in virta dei Triangoli 8

imili, BM : BN : : BT : BA : :MT: NA + :FT:FA, che tornaadi- |
re IT - FIb: FA armonicamente proporsionali { come sltiesi ¥,
FU, FN) ossia (So) DT:DB:DA b
NT; di modo che vien cosi stabilita senz alcu:s duhhm ia rams;
wentata similitudine . Se poi colla dottrina conica si ponga men-
te all’ angolo / chec fu la tangente lateral dell’ Iperbola cal 5m){"
@sse primario,, « £ imo intendere ¢l esso non mai diag
venti minore del golp asintativo; lo che escinde T 3
nell” Tperbola dall universalitd della Trigonometria, ne la rendogi
dicévale o acconcia a tal’ ngo: come eziandio si rileva dal pu'wa~_
ne deble due locali Lqmzmm riportate all’ uno od all’ altro de’f
Jochis Rag® vett. = _Hrw’ { posto g il semiasee-trasverso, a‘:
Y eccentricitt) , ove nell’ Ellissi il numeratore & positivo, nell k)
Iperbola nezativo (eh'é quanto dire immegmerio il semiasse-con
Jugato ), edil denpminatere nella seconda puote snnullarsi, e
d;falw & annulla guando Gos.x = — :! , cssia venendo ad essere |
£ raggio paralello all asintoto ;-0 all' estrema dangents delltnlti- 8
ma Curva . ;
¥

Corollario V.

Tornando all’ Ellissi, agevolmente g affaccia di subito I'an-8
solo kegnale al complemento di latitudine geografica nel meridids
ne




D1 Prerno Fennoxt . 145
rio i vmo Sleroide compresso; ben differente dell'Togo, alla qua-
le pii presto &' assimila Jo Sferoide oblongato (51): Quindid ol
le prime Formule trigononietriche superiori potrebbero scrivera
si parimenti con surrosare alla Tang. £ la Cot, L, mentre inten-
dasi per questa sigla la distanza dall’ Equatore o " angalo conte~
nuto tra I’ asse ¢ Ia pormale alla Curva . Delambre col solo ele
mento della latitudine (dopo Maupertuis, &c.) , quando sia co-
guita I eccentricitd & un’ Ellissi, assegon espressioni forbite o
ahbondevoli , onde rintracciarne le rimapenti misure . Ii osser-
vabile tra le altre formule quella sommamente elegante, che si
viferisce al raggio del Circolo osculatore, ciod

3

2 = (s—&)(1—¢* 8en2L)7 7, da cui poscia I Autore ricava I
novissima serie pet retgificare I Ellissi conica . N& puote sopra cid
cader dubbio tostoché ghi Elementi ci avvisano dL: 1 :: dA : Hag-
gio osculutore negli archi simili circolari. E presone il limite pex
ki parabola & Apollonio, chismandoe D da distanza del foco dal
di lei vertice principale, il raggio osculatore si rappresenta da

sD o3 £,

3 T i permotivo Al r—e'=(1--¢)(r —
(t—8en. *L)3 (Cor. 2L}
non meno che di e*=1" subito che viene il contro assorbito di I3

dal confine assegnato alle grandezze finite .

Corollario VI.

o el bl iR 2
Appl 1 esy del passato Teorema ai
o . s i 4
Triangoli rettilinei , stante che Cos.z nel limife =1 — =, men-
T

tre ad un tempo Sen.z=z , guelle Equazioni non conservano al-
lora piti la sembianza di trigonometriche del primo grado , ma
A analitiche del second” ordine , e sono difatto (Coroll. IIL. del
11 Teorema) uniformi alPuniversale 3*—a2a Gos.C.a-+(a* —e')=o,
che colla sussidiaria in essa compresa (5a), di cui parla il Corol-
lario V11, del Teoremal., , o con pari altroartificio (53)si scioglie
per mezzo di logaritmi . Ed & qui da'riflettersi chie s una qua-
Tome XII. ! lun-
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corso Teareme si s

que/delle Bquazioni del Luppasse fng-

diarite Cos.z=y/1—Sen.’z , o viceversa , acquisterchbe: consis
nuimonn- a furma muhu
Cosiz

v f\- ma“rrztf':u (<

segue
— Bon *f S
vverrebbe dell” B

judzione
i alla pid sempl
impereiocche, sostituiti i valori uon:-ngou.ummm, ne risulta

5 che ridoce

e scambievol-

~+ o A'Cos.Z Sen. % — Se

li quest” ultima forsma ( come avverte
¢ di pari alla prims , ¢ nisolvers

Goudin ) si puo sempre d
la coll’ istessa Teorica dell” El

Corsllarie VII.

Dipende dalla medesima Equazione
anzi un caso pitsemplice { Coroll, 111, d
ricerca della paraliassi & altezza ne
noscendosi I orizzontale unit

amentale , e'n’ &

’ ultimo ,'.wran

ente gl

ra dell’ Astro, e non atte

sfericita d
dato esatta contezza

@ ogni altro Ceometia ha
a sol rummentarsi, che posta = la
parallas eras It U apparente y 5 I pa-
ralflassi d c2za 8i ha Sen.z=Sen.x Cos.’, mentre d° alt
te M=k -z, d"onde sostitazione e
4l computo logaritmico -

SCOLIO.

A tutta la Scienza trigonemetrica cosi coneentrata dee: far
corona il Teorema: pres

antissimo: di Legendre ; annunziato dal

que~
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questi nel M- DOC. LXXXVIL (55) ¢ quasi contemporancamen=
te provato in sul finire del Secolo scorso XVIL® da esso , da
Delambre , ¢ Lagrange (56) . ,, Un Triangolo sferico picciolis-
,» simo pud considerarsi a tutti i rignardi com” cgnale a un
Tyiangolo reitilingo , ch’ abbia i Jati dell’ istessa lunghezza
4 di quelli del primo, & ciaseuno degli anrgoli minore " ognus
4» mo del primo dic quanto importa la teiza parte dell’ ecces-
»» 8o dei tre su due retiy e vale & dire il terzo dell’ area co-
,» mune ad entrambi i Triangoli comparati ,, ( Scolio del 1. Teo-
rema ). Ecco la Proposizione da dimostrarsi » ch’ & &’ ntilitd im-
egiabile nella Geodesia teorico-pratica, & massime nelle ope-
razioni delicatissime delle misure geografiche degli archi de’Me-
sidiani, e percid di tutto il Sistema metrico universale appresen-
1atoci dalla Natura. I prelodati Avalisti | han ricavata da quel-
1e Formule-limiti, intorno alle quali &' aggira il Corollario 1L
del II. Teorema : Legendre ha quindi lasciato il suo primo meto-
do attenendosia quel di Lagrange , avvengaché fosse non meno
e ¢ chiaro dedurlo dall’ espressione aSen.B=bSen (B+C)—

@ 100s.C Sen.B ; dove si rende osservabile che se il Triangolo-li-
3

mite fosse rettangolo in C, avrebbesi aSen.B = £Cos.B, ciot
= Tang.B, come nella T:igono)nelrix Reitilinea; e puote ogni
] s

Triangolo considerassi nnione o complesso di due ortogonj - Ma
in generale quella espressione analitica xidotta all” equipolicnte

(1% Qos.C) eSen B =48en.(B+C) manifesta con tatta evi-

denza che la quantiti, per cui differisce nel primo suo n:
to 0 nell’ ultime suo. decremento (Seolio suddetto ) il Tr
sferico dal rettilineo 5 & di due gradi inferiore rispetto all’ evane-
seente svandezza dei Zatidell’ uno'o dell” altro Triangolos di tal
maniera che torna Fisteszo a distribuirla (senza poter mai temer-
ne exrore del primo grado in linea & approssimazione ) 0 ogual-
niente o disegnalmente su ciascheduno degli angoli. Da questo
riflesso havwi dunque ragion & inferime che posto 8 1’ eccesso
della sommne degli angoti A, B,C d'un picciol Triangolo sferico
. T a s0-
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sopra-dug retti; o cid ch” & il medesimo, I’ arce (di =ecand'or§iu,
dello sferico o rettilineo di lati respettivamente eguali, gh amgo-

% del rettilineo equivalente debbano essere A.-.a, G §~

¢ che dipenda dall’ istesso prineipio Ia soluzione e:lamlzc di qus
finiti Trinngoli sleriei, i quali abbiano due piccolissimi ango
acuti ; perche divenia pxccolxss\mn allora in tutti i suoi tre lath
it supp allo spicchio’ sferico del Triangolo polare corre-
spettivo .

Avevaa buon diritto avvisato nella sogzetta materi\l.‘.agrm-
ge(57) che ,, Dans U'Analyse, la perfection consiste & n*em plos
s yer que le moindre'nombre possible de principes, & & fuice:
45 S0rtir de ces principes toutes les vérités qu'ils penvent renfer-
5» mer, parla seule force de PAnalyse , . Poco dopo parlando
Lacroix del metodo pift_istruttivo , che doverebbe adoprarsi nel- -
le matematiche Discipline , passa a-dire (38) ., En générel, il
15 semble quie les Seiences physico-mathématiques doivent tou-
2» jours se ramener 4 nn Probléme unique d'Analyse ou de Géo-
s> métries,. Vi sono di fatto in ogni Facoltd del sapere umano al-

- cune eminenti Proposizioni, stabilite e dimostrate le qualio col-
Ia ragione o coll’ esperienza, tutte I¢ veriti che rimangono, altie
non sono fuari chie quelle medesime espresse sotto diversi voca-
boli , pitt 0 meno trasposte o variamente npplicate. E’istrumen-
10 del Caleoloserve sovente di valevolissimo ajuto al corto in-
ten:]lmcmo dcll uomo; ma non di rado intrayyiene che da sem-

 gorgano ilissimi risultati .
Clu &, per nsemplo > che esercitatosi al raziocinio immmantinenti
nen giungd ad iscorgere come la frasione centmua quasi para-
lella o per dir meﬂﬁo asintotica ™__
l)ﬁ‘l'

=
in infinito abbia per suo valor fimife P unita, e come dei dnq 2
sudi valori diversi, chic somministra ¥ Equazione resolutiva
x
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L = il . g
Giod ok ot 2k il valore msia estrana all as-

i

sunto , ed inerente soltanto alla immancabile ed individua veri-
ey
motivo i due welori o radici t nell’unico caso della frazione con~
tinua speciale

x

ficazione analitica dim= ; ugnagliandosi per I istesso

=

5

5 — ec. in infinito protratta: E coll" istessa evidenza si
fa palese I istesso Jimite 1 spettantc all’altra Seric-infinita
m

— ec., gehbene in questa soitola
medesima forma , ma non periodica come la prima; le granr.lr.zae
e, m'y m o, m™, ec. diventnssero , viavia crescendo 5 inasse-
gnabili ed infinite : imperciocohé qualungue di loro si rendesse
infinita , vien ad esserc indubitata I’ eguaglisnza <5 = 1,

& onde risalendo quant’ occorresse di grado in grado, risultereb-

= 1. Havvi in un Libro elementare

be sempre alla fine #
pochissimo cognito (59) i1 bel Teorema aritmetico (ma perd senza
prova) che ;, La somma di » quadrati dei numeri nafuralisogna-
glia al doppio della somma di s numeni trigngolari meno Paltimo
triangolare , ¢ la somma di 7 cubi pareggia il quadiato dell’ ul-
timo numere #riangolare ; dalla gual propesizione nacqueio
appunto sul principio del Secolo XVII.2 nell’ Italiale [amose Por-
mule Cavaleriane conducenti alla guadratura delle Parabole .
Ora ognuno di per se concepisce che 2 Xﬂ“'_""’:l.'%ﬂ — l —




io mMmTc delle somms delle pon
tenze numeriche m(,mn!ncnj!dﬂ da 1 enon dw o la Seri (bo) «
atta e geo-
d’una singe-.
cores al Caleolo infinitesimate,
rsamente dalla piti semplice delle due maniere adoprat
Bossut nel P: £ 11, dell? Appendice ai recentizsimi
pati A’ Analisi differenziale  integrale . Sluggi a sagacissimo Au-
tore (62) un’ espression discordante dal puro e terso 1i
geometrico 14 dove s¢ 1do delle irrogolarita. defle pa.
rallassi astronomiche , esservi quella tra I alere 4, T quale dic
eroidale del nusl]u (‘fo[m

zione l“.\‘F A consegiivasi merce

e scevra d'alenn r

da

isse , trat

8 pe

i

ne dell’ integrale Sx™dr = W— ~+ C.anco pel caso di m —
T ‘ T ey

— 1, comincia da far riflettere che o in quellz ipo=

tesi particolare diventa E., laonde:colla Regola Bernoulliana

e < 5 e )
riandosi Pesponente m, ottiene la Formula d‘mim‘_

E imo:ma’hcrm della detta Regoiaho alirove mo-
strato (63) che si giunge immediatamente al m(‘:l: simo fine
novi aleuni che h;

di

i se ,nu vi J|ﬁv
| principio. coerente a mio sens
1a Fmili i dottrina de’ Limiti, ma pinttosto nell es pre:
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B + B, come quella che stante i1 iryini ; debba supporre
infinito B affinché BIl = G & ottenga finito ; quando per il con-
trario e nelle Serie ricorrenti e nel Caicolo delle differcnze
tacio seguitando I altie artificio diretto, avanti di tutti introd
dotto dal prefato Bossut. Non & tampoco, giusta il mio sentimen-
1o, concludente e piena Ia prova cle ad nazione bigua-
dratice universale ' Ba'— G-I angante del secondo!
termine, spettine IV. radici tutte reali, se § abbiano aun tem-
po verificate le due condizioni B<o ( cioé negativo ), B'*—4D>0
(civé positive ), o tutte IV, imaginarie; se manchi aleuna delle
due condizioni medesime ( che Tasciano sempre libero il segno
lore di €), qualora non si ricona.a dedurla zLdl’Fqu‘\-
zione eubica- ausiliaria >+ 282"+ (B'—4D)s—Ch=w0 dov’ &

per lo menouna radice 2 reale o positiva , o dal_ valor Jcmnta

’Fofua B '+=s= )

i evi-

diix=

s

), il ‘quale

i delle pn-dsue due condizioni

ee e immancabili
:llo in somma, che in tutte Ie Scienze esatte ha da pren-
rmente di mira , si ¢ la lucida derivazione da pochi
s ‘.wuzri,uj delle'veriti ormai conosciute, eidell altre
molte che ancors orinmo esservi‘incluse o connes: perché
I eccellenza e :Iuamzz.. del metodo somministran pil fa-
cile e piana per giungere alle scoperte ; e golo allora ITa mente
umanu potrebbe dirsi in tutta Pestensione del termine poss
trice del vero sapere.. Colla Formula unica del Binomin di
ton si conseguiscono le differenzee i differenziali di tutte Le Fun-
zioni analitiche » per mezzo dei differenziali o de’ lip
prono facilmente gli elementi, variazioni, e progr
grandezza 3 né sono i due opposti coufini dell’ ihfiviza ed inj
tesimo se non che i punti estre ndenti il nostro conce-
pimento ; ai quali pud sempre a cein una
grandezza finita , senza toccarli g
Li - Non & dunque altro che I’ espressione d’ un Numero inaises
gna-

v

ew=

i, trasc
costarsi quaptunque y
minai ¢ molto men t Apagenr-




£53 Pana

gaabile ya motiye della s

ta paralella -1+ 1114 1+-1+4-ec

:
1+-114-1-+1- Taggiuns

Jeva da mantenersi I istessa 141
| gendoii I” ultimo avanzo , ¢ dal diventare m-tm-tm-t-m-+m-s

w6

m (141l b ec)=m ( 2
5

conformemente alle regole di proporzione. Ben lontana

perci quella Serie da meritare il predicato di falsa, come mo-

derni Analisti han pensato (64), ell’8 anzi il prototipo dell’ infinic
andezza considerata in ast

mi Filosofi della Greci

ta divisibitita di qualunqué sias
o , siccome fu concepita dai pr
difficolth poi < incontra nel vender ragione d'una eonseguenza
| legittima , che ha-ricavata Legendre (65) dalla Serie-infinita di
Lambext (66) Ta

a. Ninna

tutte le volte che facciasi z=x semticirconferenza d’un Circolo del
raggio 1 : perocche in questo caso speciale non pus a mendi non

23618 — O

, ciok 0 = 3 —r"
gt

©. 7 i e
= in infinito .
Tutta la Teoria finalmente delle cosi dette Funzioni simetriche ;
tanto feconda quant’ & nelle Matematiche in generale ed in ispe-
rigonometria analitica ¢ nella Dottrina dell” Equazio-
i, & riduce a una facile applicazione di quel Principio sommo
& fintuitivo che i Metafisici appellano. Ragion sufficiente , come
non mancane & accennarlo in pitt luoghi gl Mustratori degli
lementi " Algebra di Clairaut (67). Tn proposito dei quali Ele=
menti giova qui davvertire che lo due eguazioni ivi date dappri- =

| a3 -+ apa =0 , 8ai-Fpat—y=0 , come aventi un divisore
€0~

cie nella T
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comune qualora 1' Equazione cubica @ +-pat-grtr=o abbia
due egusali radici a; conducono al risultato medesimo delle altre
somministrate dipoi 3a*+-apa-tg=0, &+ pa’+ga+r=o, per-
ché dalla seconda delle due prime otienendosi r=2a4' +pa’ 5 8
questo valore sostituendolo nella quarta, procede 3u'+apa’-qa,
cio# 3a’+apa--g , come sopra. E le ingegnosissime specula=
zioni di Landen , mercé delle quali I Algebra de’ finiti ha som-
maments estesi i suoi antichi confini , sono appoggiate in ultima

analisi alla determinagione del valor yago e indeterminato = »
liere dalla classe del-

che potrebb’ anco seryire di scorta onde tog
1e Serie infinite , che portano al false, I' elegantissime trigonome-
triche (68)
A=1—CosA— 5 Cos/A — 41 CosSA —ec.=0,
A=r1—CotA~+ %GCot2A~ zCot’A-ec.=0,

posto A un_areo qualunque di circolare periferia ; Serie che
Teaurat pubblicd con molt’ altre nel declinave del Secolo scorso .

Tomo XIIL. v
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ANNOTAZIONI ALL® ANTECEDENTE MEMORTA.

(1= Jonrnal Polytechnique, on Bul-
Yetin da travail it & 1" Ecole centrale
des Travawx publics, publié par To Cone
eeil d'lnstrucrion & Administration de
cotte Eeole, Premier Cahiex. Mois de
Germinal. A Paris, de I' lmprimori de
1a République. An, 101 = Vedasi alla
pag. 1 1 Anticolo Stdrdotomic seritto da
Mange, o s
conseentivi i Geométrie deseriptive il
3579 pag. 3

\5) = Euclidis Elementa ete. 22 Libi.
>4 mu,,. XXI.

&= ipes d"Astranomie Sphé:L
aque, ou ’l':mé ‘complet deTrig

2 VAcadéimia Rogals des Seicncos. An.t(,
née MDCO. LXXXIILavc los Miémsia
res de Mathématique & de Physiq
pouz 1 mbme Aunée &o, A Paris, d
Vimpeimerio Rayale, MDECLXXXVL. 5, 8
dopo 1! Histoire alla pag. 2gt. Trigono-8
miiria Sphérigiue, dbdulte trisbritaemany
& complétement de la seule solution al
edirigue du plus simple de ses Problime
géndraws 5 au moyen des diverss trans=\
Formations dont les rapports des sinus &
cothius , tangentes & cotangentes , v
cantes & cosdcantes d'un méme Are ok
&'t méma dngk}v!nn Tendent cette m_.JJ

Sphériquo ete, Par M. Manduit, Profes-
seur de Mathématiques. & Paris. Chez 1.
L. Guetin & L. F. Uelatour etc. M. Dee.
LXV. = Chap. IV. De la résolution
analytigue ou algédrique des Triangles
Sphéciqussnel. Feob, 1L Scholia §. a15.
pog 116 Brobl. VL. §. 2a3. pagg. 1xg-
a0-21, Probl. VIL. §. 224, pags.

Probl. IX. Premier Scholi

85.~;, Aeta Academine Sciontiarum Tm-
perislis Petsopalitanse, pro Auna M.
DGC. LXXIX. Pars prior. Petropoli,
Typis Academias Scientiarum. M, DCC.
LXKXII ,, dope I'Istoria al Titolo Ma-
thematica pag. 7a. Trigonometria Sphae-
rica fniversa ¢ primis principiis r

fer at dilucide derivata. Anctore L. Ei-
Fero. {in §5. a6 sino alla pag. 86. incl. ;
Tab. 1. Figg. 7.8 )+ Vedansi spesial-
mente § §5. 4 5. 9. agg. 74-5-7 .0 nell’
ltima il §. 18. Cum igitur tota Trigo-
nometria Sphaerica tribus asgnationibus
supra invontis innitatar .o pe’ i lo=
garitmial §. 19. pag. 60.) = ;. Mistoire

Jution gquel-
ques ansluies .s- Obsirsations qu o
eroit_atiles & mewnes. Par M, 415

De Gua ,, . | 8i riscontrine il Fmblinm"{

Planche 1¥., 1 VIL Gorollarj sino 2 pga 00
S1B, inel., ghi altri sine al XIIL cd all
1a pag. 335 incl. , ¢ fnalmente le ML
Obscrvations générales dalla pag. suds
dettn alla 343 inel. ¢h' @ il terml
della Memoria) . "
(4) = Bléments de Géométrie , aveo dea
Notes 5 par M. Legondre Mombro 'dal |
¥ Tnstiut Nacional de France, etde

roau des Longt
Astronomes chargéy de lu mesnte
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1At cormfils Entre Dunkerque et Bas-
calonm¢ précédées & un Mémolre sur
I méme sujet, par A B Legendre &e.
Do I Imprimerie de Chapelet. A P
ehes Duprat &e. , quai des Au

prés I Pout-Neul. An VIL

nal do 1Ecole Pelytchnigue s ou Bul-
Jotin du Travail fait d ootts Ecole ; pu=
lié par e Coneeil d' Instruction & Ad-
miuistration de cet Etsblissoment . Sl
xidme Cahier. Tomo 11 A Parie, do
1" Imprimevie dé la Bépubilique o Ther-
midor Au VI », segnatamente alla pag
o Solutions de quelyues Prbléme
Feiatifs anz Triangles sphdriques , avec
sune analyre compléte de ces Triangles .
Par J. L. Logranse nel. alla pag.

6., 1 qual Memeria § distint in 38,

paragrafi.
(5)= Mémoire ur les neiges de TEL-
Qs I Tiigonométrie Sphériqu
Par e Gitoyon Goudin: A Paris, el
Régent ot Bornard, quai des Augustinzy,
N.© 37. L'An ¥-1797. . ( Chapitre
alla pog. 18. ¢ 1e5g. ) -
! Inveution nonvells en Algthre.
Amsterdam , M. DG, XXIX. ., Brodiu=
uggh rarisima ; & Albert Girard
di Saint-Mickel , San-
mitl én Barroi ), con
stente nel dar la misnra degli Angol
sollili mediante 1'arco 4k Triangoli -
quiale tro-
Re di Fran-
eia . — Vot in oltre la Nota (=] de’
i i Gebmetrici nel Toma X. di
guesta Racooltn alla pag. 673. ¢ 14 pea=
eltats Opera i Mandait (Kots (3) ) al
Capo Y. ‘Tax. TIL. Fig. 35, dopo 1u V.
“Soziane ed il 1V, Rsempio, oel §. 208,
pag. 1696y, 6v' /¢ Probléme ol 'termine
fstosso Capitalo ; intitalate (§. 247.

{ ua Esémplar dall

pag. 24s, ) Des dualagies différentielies
des Tringles sphérigues & rectilignes

Serioni , & futtavia

addopar] come Prelesions sintetica uni-
veriale delle enrys o Linee di second”
ord

(8) = Ocuvres de M. De Manpersuis.
Nouvelle Edition corrigée & angmentée.
A Lyon, ches Jean-Maris Bruyset, Li=
braire , graud Rue Merciore, au Soleil.
M DGC. LVI. Tome quatrieme. ditro=
nomia Nautique, ou Elamens & Astro-
romic s tant ponr ua Observatoire fire ,
que pour un Olservatoire mabile. Tin-
primd au Douvre en M. DCC. XLIL
‘et-en M, DCC. L1, dalla pag.55. alla
486, inclusivamente . , —,, Manuel
Trigonométrique de M. I'Abbé De la
Grive . 5, — 1 Trigonometrin Piana o
Bferiea di Antonio Cagnoli; Ediziona
sacands narabilmente ampliata’ In Bo-
Togony per i Fratelli Mast ¢ Comp. Ma
DCCG, IV, ;,— -, De Ta Corrélation des.
Figures do Géométrie, Par L. N. M. Car-
not, Membre de I' Institnt National. De
T Amprimerie do Crapelot. & Parie , ches
Dugrat; Libraire paur les Mathémati
quew s quat des Augustins. An IX =
1801, 5,

(4) = Encyelopédic Méthodiqne ;) —
Mlathévatiques — , pay MM &' Alem=
Bert, 1'AbBE Bossut , de Ta Lands , I
Marquis fe Condorcst, Charles, etc. ,,
Tome 1L A Paris , chea Panckoncke
«te. . DCC. LXXV. 5, | Vedasi Sjuus
( Géométric ) dalla pag. 37- Col. & siun
alla pag. 53. 2. Col. fnel. —, Traité do
Mineralogie; par le Citoyen Hady, Mem=
Bre de Tlnstitut National {des Sciori~
ces & Arts, et Gonservateur dea Colle=
Va3
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ctions Mineralogiques. de I'Ecale des
Mines. Publié par Je Conseil des Mines
ete. De PTmprimeric de Delance . A Pas
8 j ehez Louis Libmire ; Rue de Savo-
yu, N.° 12 An X (1801),, . Vedasi
specialmente il Capo IL® ),

(10} Peop. XL Lib, XE.

(11} Legendre Traité de Trigonomd-
#rie, precitato,, al & LXXVIL pags.
389-90. — Lagrangn nella Dissertazicne
adcennata dalla Nota (4, al § 15. page.
281-84. confrontato col §. 3. pagg. 271
.

(19). Enclidis &o. Prop. IV. Lib, X1

(18) Efementn, Geometrice Lib. 1.
Prop. XXI,

(14) Volwne X. diquests Raceolta al<
1a p. 571, ov'é il Gortlario VI del Teom
2ema dell’ Articolo L de' smioi Principj
deila Meccanica richiamatialla mussima
semplicitd ed evidensa .\ Fig. 54. ) .

(3) = Essai d'une Theeris sur la
gtonctnre des Cristanz, appliqués & plu=
siturs genres de suhstances cristallisées)
par M. VAl Haily, do I'Académie Bo-
yale des Scionces
nités dans I

Profeasear ' Humas
versité de Paris. A Pa~
— ;» Journal
de T Ecle Polytechnique &c. Tome
1L, —,, Elments do Géométrie de.
par A M. Legendre cte. ,, Appendiz
aux Livres V1. ot VAL Les Polyéiras
reguliers, Proposition 1. Probléme, al-
1o pag. 336-7— ( Coniométrs di Garan=
geau negli ., Elomenti di Chimica ,, del
Brognatelli ] .
(16) Legeudta 1. o2 Livra I, Corol-
ario dell Prop, XXXIE. alla pag. ga,
184, della Tavela V.
(+7) VedasiloScalia del Teocema doll!
alo L.  Fig. 63. ) del Priucipy dele

la Meccanica sopraccitati { Nota (14))),
alla pag. 584,

(18) 7= Nate X. degl ,, Eléments da
Géométrie s, idi Legendre , in fonio dal
Problema L pag. 3ac. Cetts Formuls
trés-dlizante est due & Simon Lhuillier ¢

(19) Memoria citata nolla Nota (4) 5
AL§. 10, pagg. a77-7hs

{a0) Sirisconerifl Proemio doi digit
sammentnti Princip] dalla. Meccanioa
&o., alls pag. 481,

(22) Basta confrontare 1o Seolis fella
Prop. XVIIL alle pagg: a17~18. del Li-
bro: VIL degli ;, Elementi di Geomen
i, 5, di Logondre colla Note (1) In
principio del suo Traitd. da_ Trigonomds
tric alla pag. 328,

{a3] Memoria Trigonometriea procitan
43, ¢ nominaamente nel 5. 7. alle pagss
ag=s.
(23) ‘= Clandii Piolemuni Palngicn
Alixandrini ginnis quas extant. Opers ,
practer Geographiam, &e. Basileac . I
Officina. Henrichi Pe
M. D. LL ,, Magnac Compositionis Cl.
Prolemast Aleandring Lilsi {XIIL y &

Trapesuntio ¢ Grasco canversi ,,
ed ivialla pag. 7. Lib. L Caput IX. Do
quantitate rectarnm licarum , quas in
Circulo perducuntur, ed il Teorema
[eolle Additiones Gaurici) , od il Testo

Figura in legoo alla pag. 9, Col, 1. e,
§i Quadriaterum inscriptum Circulo

&o. = Carnat Op. ota (8) ) Pro~
Bléme 11. §. 137, alle page. 95-96-97. 4,
Tracer une Figure qui. represente Jog
prinsipany. rapports. existans, antre 14k
sinas & cosinus de denx angles proposéa;
Ies sinus & cosinns de leur somme, & log
sinus & caginng de lenr différence .5 dal
§.3a7. &l 141, e dalla . 84. a 30z, incl,
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(o) Vadisi 1a-precitata Trigonomderia
di' Cagnoli-al Capo I pagk. 16-30.65.
83-89; Figg. 0-3. della Tav. 1., e Capo
1V, §5. g3-z00, incl. dalla pag. 18. allk

19.

(25) Lagrange nella prelodata Memo~
ria al §§. 4 15, 16, 27, o alle page
280-B1-8a-83. — Legundre Trigoname
triaec., 5. LXXX. pag. Sg¢. e segnentis

(26) i rigcon n pag. 303, ¢ seggi
la Memoria citata nell antecedante (3)
HNota .

(7) Corvelation des Figures &e: Pro-
bléme 111, dol §. i4a. all 165. ¢ dalla
pog. o1 alla 117, inclusivamente . ,,
Trouver les rapports existans catre los
clités d'un Triangle quelvonque, les pers
pendiculnires mentes des angles sur les
€btés apposés, les segmens formés sur
cen cbiés et ces porpondiculuies., ot en
fin Jes angles séultans de eotte constru-
etion ,,

(a8) Geometriae Elepenta Lib. II.
Prop. XIL ¢ XIIL

{49} L. e nella Nota [Ba) conseeutiva.

(86) Legendre Eléments de Glomitrie
&e. Lib. VIL allo Seiolic della Prop/
XV, pag. a15., ¢ Traitéde Trigonomi=
trie nclla Remargue dopo il V1. Cas, §
LXXIV. pag. 386,

(31) Dissertazione Trigonometrica pre=
sitata, nel §. 5. p479. 0 & Ia Formu=
YoiEin g B L

Soa

(32) Elementa Geometriae, Lib. 111,
Prop: XXXV, € sno Cozollario s

(83) Logonire. Traité de Trigononé-
drie , IV. Cas, §, LYII, 37a-73-74

(8 ) Memoria citata nells Nota (4),
e ivi Méthode pour déterminer 1a lon=
grieur exacte du guart du Meéridie &,
Note IIL a pag ., DurCaloul des
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Teinngles ,; sognafamente alla pag. 13. 5
e quindi’ dit ' pag. 3. alla' 6, dhel. &ale
tra numerazions Observations sur quel~
guues endroits du Meémoire du Gits Dalam-

- bre divise in V. 5§

(35) Nel Tomo X- delle Memorie del-
I nostra Soctoth: fraliana delle Scien-
e alla pajp- 560; Fig. 42

(36) = Nuovi Elementi di Geomes
(i, &eo Fammeneati mella Nota se~
guenite (9] » che quantuhne anonimi sl
credon &' Arnauld, nel Libro XIIL N
XXIX. pagg. J93-04

(87) = » De la Corrélation &¢. ,;
Problema 1. §. 135, pag. 94

(38) Legendra Eléments ds Géanétria
e, nila Mate V. Probléme 1L pag. 3964
Fig, 5. della Tavole XII

(89) Froposizione indicata nella prece=
deato Nota 48."

{40) +» Elementi & Enclide ,; nel 1. ¢
di sapra .

(41] Legendre Eléments de Clomdtria
&rc. Nota V. Problime L (Fig. 8. Plan~
chie 18, ) alla pag. 364

(4} Notes sur les Eléments do Odon

wdtrie, alla X, Probtémia 1. pages
317-16.

(43) Gondin el citato Opnicalo  veds
Neta (5)) al §. 28, pag. 19-

(44) Chapitre 1. della yroindicata 0=
peretta, intitolato Propridids de I' El
Jipsa, b §6:30. a7, 57. 441 51 pegg
18-80-a8-68-S0. paragonati col §. 36

pag. a0,

(§5) Ewclidis Elementa Lib. 111, Prop.
XXXV,

(46) Vedarisi', Canrs de Mathématta
gias 0 Pusoge der Gardes du Pavillin &
e la Marine . Par. M.Desaut. A Pas
ris, MUDCC.LXR. o5 Toma IV alle pages

i gli Elementigti.
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(47 Ekem. Eucl. Prop. 111, Libro/V1.

48y Euclidis Blomenta Lib. VL. Prop.
VI

(40) = Do Caleulo Intogralivm Exer-
citatia Mathenation &c. Floreistias,
M. DCC. XCIL. ,, Sectio I1. ,, - Carnot
Deia Corritation . ul § 253, pagg,
286-87. ( Planche IV. Figi-a8: osbia ul-
tima ).

(60) ‘= Callectionuns: Mathematica
7 Pappi lexandrini Eibri VIIL (V1)
Pisanrt, M. DC.L. Apud Hieronymum
Concordiam. 1L dopo it Pro-
blewa 1. Prop, V. Ue Eratosthenes alla

£ 5., oven pag. 7. ats ecritto Seaune
disin Problema hoe erat e, coll'nunessa
Figura , d'onde tosto vicwvasi il risultato
che segua.

{61) Leggansi le malte Momoria & Quiie
stion inducto o questo Proposita nal Se-
eslo scorso tra gli Accads

(58} Legendra Trairé de Trigouometria
# 3§ XLV, o XLVL. poge. 364-65-66.

(53) Goudin Op cit. §. a6, pag. ac. —
Legendre Fraitdde Trigonundtrie§, LYL
pag: 3gr.

(54} = Description ot nitge dn Cereln
do reflexion , avec différentes méthodes
pour calonles les observations nautiques.
Par 1o Ch Capitaine do
Vaizsean, Chefde divisian , et Mambre
dos Académics Royales des Sciences &

io de Didot

t fili-aing =

Jombert jenne, Rue Dauphine, M, DGO,

LXXXVIL,, ( Veslansl ChapitreI1L, dal-

14 pag. 23. alla ga. inel. o lo due delle
AT Tavele VIL e VIIL. ) .

{88) ,, Histoire de PAcadémic Royale
s Seiences, Année M, DOC. LXXXVIL
avec les Mémotres do Mathématique &

aici Pari

do Physique pour’ ln méms Anndo e, 4
Paris, da I'Lnpritéric Royale, M. DCG,
LIXXIX. ., dopa I'Histolra alla
35a. Mémoire sur les operations trigon
nométrigies , dont les résuitats deépen-
dent de la figure dala Terre, Par 3T, Ls
Gendre. ( 83 conaulti nominntaments il
§ VLalla pag. 358, Theoreme concer-
nant lee Triangles Sphévigice , dot fes
edtén sonttrinmpotits parrapport au ra-
Fon de La Sphire sina alla pag. 35
ria qorrerdita
dlun Tavola di Nom, VI con 6, Fimee
nsivamente aila

I ot (4)al N,
HL. pag. ra, Résolution des’ Triangles
Spléciques dont Les odtés somt trée-petics
Por tepport aii rayon de I Sphére | 5-
7o alla pag. 14 inclusivamente. ,, T
1€ de Trigunomitria ,, Appamdice &e. ;,
1§ Voo 65 di suddivisione OV ~VIv
Vi1 /dalla pag. 416, alla 4o, inel. —
» Formules & méthades emplyées dars
lox Caleuls de Is Méridiensie de Frarca .
Far J. B. Ji Delambre de. ', wel §, Cule
<ul d'un dro. d Mividien dans le Sphds
roide ellipfiguo alln pag. B8. , Liexeds

ta (4} ) in calee; dal §. as. p
timo. a8, o allu; pag-. 496, iriclhnivat
mente . -

67) Vedisi la prefita Memoria Tebe.

gonomietrioa nel 5, 1. pog. afo.
(68) ,» Bibliothaque Francaise s Ou-
i par Ch. Poy-~
« Paxis, Ven-
démiaite An, X, Octobro t8o1. ), ol N,
VIL ¢ pag. 67.
(59} > Nouveaux Elémeons do Glomés
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trie, contenant ontre un ordse tout non-
tion . Alu Haye ,
oren &ci § I'Ens
o M. DC. X0, ,, Libro

Problema N. ¥. LVL. pag. 185

(69) Allora 1" indice n nelle gonosoiu-

10 delle potense
} 1 Pensiert Geomet
recitato di questa Collezione Ac-
la pag. 640 o rgs:

e Astronomiche adatea-
- In Modena , presso
Tipografiea (T.11. MDCCt
25 Cap. 1X, Delle Paraltaysi (1. 1. ),
§-an6. pag. 156,

(63) 5» Mugnitudinun Exponentia-
Tium Logarithmorum’y & Trigonomi-
triwe sublimis Theoria, nova metods per-
#rastata, Florentiae, M, DCC, LXXXIL
» Gapitolo X.Intitolato Caleuli Tulegra
Uis Paradoor erodatum , 4l pag. bo1.

{64) 5+ Supplément & 1I"Algdive 'de
Claixaut ,, Gap. 111 Bes Proportions s
des Progressions , des Suites & des L=
garithaies, nel Tomo TL dell’ Ope:
sotto cituta (Nota 67), alle pa
346. ¢ 47.

(65) Eléments de Glométrio &c. 5,

conu

Vote IV, alla pag. 386, , o seg:
tedopo il T eréms a page. aga-3,

{66) ,, Histiiro do Pcalémis Royae
Iz des Sciencos & Belles-Lettres. Annde
M. DGO, LEL A Berlin &e. ,, § 35
paz. a8g,

{67) +» Elémons FAlgdhre , par Clai=
raut ; cinquitme Edition . Avee des No-
ten & deos Additions &c. A Paris , ches
Diiprat &e. An ¥ ( M. DO

te nel Tomo 1L alle pazine
elle Additions & la IV.mu
Partie, Nota 8. rapporto agli Articoli
LIV. LY. pags. 9e-99. » Nota 4- N. g.

i -

(68) ., Mémoires do Mathématiqua
& de Physique préssr 1" Académio
Hayale des Seiences, par divers Savans;
& Ins dans sea Assomblées. Towe quae
tricrng A Paris, do Ulmpriceris Rogas
le M. DCC. LXII}; ove dalla pag. 5ad:
sinoa Sgo. inel. si legge Memnire wr la
mouvensent des Plandtes , & maoyen da
calculér Lenir équation du centre pour un
tamps donné'; Par M. Jeaurat, Profes
seur de-Mathimatique & I'eole Royala
Militaire , ¢ &' inc

Sag-ab-ag-3u. tra |

strano nelle pagg.

lere Seri
notate .,

nfinite;
Anco

quelle quiv
‘
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