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ARTICOLO I

Nuovo metodo per completar gli integrali dell equazioni di
1.° grado , @ coefficienti costanti, st differenziali che a
differenze finite 5 nel caso chie P equazione algebrica au-
siliare abbia delle radici eguali -

nNe 1.“Tulti zanno che la semplicissima formola trovata
dall’ immortale Lagrange, per esprimere I’ integrale comrleto:

dell’ equazioni lineari a coefficienti costanti y st differenziali
che & differenze finite , diviene completa, quando 1 equazio=
ne algebrica ausiliare, le di cui radici hanno parte nella com-
posizione dell” integrale stesso, comprende alcune radiei egua- &
li . Per eludere 1’ inconveniente di eni si tratta , sino ak ara,
non i & conoscinto altro ripiego ,  che quello inseguato dal |5
D'Alembert, per cuni si suppane che ciaseuna radice ugunaley S8
cominciando dalla seconda, venglacerescinta di una quantich |
indeterminata , espressa rispettivamente per &, &', &°
funzione che rappresenta la somma «de’ termini affetti dalla
radice nguale, cosi viensi a capgiare in una se ie ordinata
per le potenze della variabile indipendente x, ¢ per le po.
tenze di &, &, & ec. secondo che le radici eguali sano due
o tre ec. Tutto si riduce a far si chu le successive potenz

(8
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dil &, A eos siadatring al bisogno del calcolatorsy il qu

o dolle eguali » vuole tanti termini affotti d
rispettive costanti arbitrrie vllﬂfl'“‘"suur.v le SR “l“
non pitt, per complétar con esii I"integrale ottenuto colla
formola generale. Per rinscire in questo, D'Alembert suppone
indefinitamente piccole le quantita &, &, k% ce. ; nel caso oL
due radici egnali vasewn le potenze di & superiori alla pri=
ma 3 mel easo di tre yadict eguali trascura le pot
di &' superiori alla secouda , e cosi in seguito . Chiesto me-
todo & prima vista comparisce inesatto e precario , ma pene-
trando hen’ addentro nello spirita del made

o ai coetlicienti ¢y c1, ca ee. pe -

» certi valori opportunsments modilicati con alenne quun=

indeterminace e coll'infinito di diversi ordini, si rileva
dissiy che il medesimo & sullicientemente con orme ai veri
* Analisi . Noy puo peraliro negarsi , cb
un won g0 quale imbarazzo , de
nazione degliinfy ¢ delle quantitd evane:
inoltre alquanto indicetto . Por ¢
¢i egali, perchs svapiccano. |o patenzeidi ko
seconda , convien porte c=f—s—-(f—p) 1
A=, dave & & i indsterminata, ed fun numeio Boito
N-* 2. Sleno infitti 2, 41 s 22 ce. le ra
zione ausiliare, ¢ ¢ 3 €1, 02 ec. n costauti
tegrale complota’ di ute eqniziona lineare dell® ordine 1, es-
sendo BSPIESSa pir . = c4* - L a1” 4 u
Helm—1afw—1) .. . (4)» siccome a=a1 =nn, gy
= (et ea)a At — ) 0 (1) . do-
Ve mancano due costunti arbitrarie . Por gasi At =g - )
a2=a+-£', e siccome si ha Uk =0t -t-mrvk -y gy
(a+k ) =a(r 41 ok Ltk g e c.)

Proverrk y. = ca* 4 cr g* (1 r=mak=- o gt a2 ee )
—eale (1 R e gt B ) €3 a3 ec
Facciasi ¢ +-¢1 . ea==dy merk-micaly =1 3 metkinlcak’®
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=iz, -+ nf'z, +Zz,.
=34, 55, - 35:,4-:,.
Sz =k, + 45 4 655, 35 2, .
Eizq‘,—# =, 4+ 62", + Ju‘—z +6z I
f’:,.,,_s-z” 4623, 4+ 15%x, +105,+ 6~,+, -
In:generale .

R
T =T T D (

e

(nvr);n’;ﬂs‘+(r:—

(=3[
e Bogacainnbm, .
Procedendo nello stesso modo si trova
21:-'* z‘z _'_zi
B, =20, +n'”' + =z,
o S T S I
Bl =Fl, L 4T 63, 443z, b2, .
Elz =z, o 53 ot 1055, - 10Fz, + 4o, 1 Bigrs
2, =215 U 2152 s 4o20Fz, 4105, LS
In generale .
: nfn=n)_, | nfr-1)(n=2)_, (=3)(n—2)(n—1)
Bl =R ey +—- zz’-‘-'—.{s‘_”x‘_"-—_’n.ﬁl—z""_
(n—4) (n—3) (n—2)
e i, e Lk e
Considerando 1" analogia che regoa ne” risultati precedenti si
concluderd che deesi avere

Sl s, e, n-x}?_, o nfn-l){n‘-n)z___‘

[n—-{m [~{m=u)]l _(mwa]] 2)(n=
Bl iaa s dan{m—n)r,
)h--ﬂ)
vt £y denen (C)
Oumt\o a<m I esposta formola non comprende alcuna
delle funzioni =, Fus1 5 €C. 5 cOMincia 2, ad entmrvi quan-
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do n==m ; vi si trovano z,, z,, quando n=m -1, ¢ co~
sl in seguito. Rapporto a” coefficienti si vede , che quelli de”
termini affetti dal segno sommatorio , | sono per ordine i pris
mi m coefficienti della potenza n.Sima del binomio’s i coeffi-
cienti de’ termini 2, , %, ec. sono i pumeri figurati dell’ or-
dine m — 1 ; computando di prim® ordine i numeri natorali,
di' secondo i pumeri triangolari, en. Per dedurre dalla for-
mola (C) tutte le inferiori fino a =z, inclusivamente . ba- ||
sta fare 2%, =0 e prenderd inelle formole che rappresentas
no i coefficienti di z,, 2, , , , ec. tanti de’fattori —(T : J
n—( m— a2
1.2
N.° 4.° Passando adesso ad esporre il metodo che ci sia~
mo proposti dinvestigare, sia per primo esempio’ quuancna
di terz'ordine . )’.--)-1+»BLﬂ+GL+.+ Dy, =o e suppongasi
che Iequazione ausiliare a*--Ba*-+Ca +D =0 contenga due
radioi eguali. Facendo 'y, =a"Z'z,. ottiensi la trasformata
@ E - 3F ) - dr b 2, Y - Batt(E s, - 2%z oz )
=+ Ca™(Z'2, 2z ) + Da"%%, =0, ciod i(a* + Ba* -
Ca+D)=%z - (3a*+2Ba’+-Ca) =z, +(2a'+Ba)z,+es, =0
Ora |l :aeﬂiclcnre di =%z, posto = o equivale appunto all’ e-
5 ed il fliciente di =z, posto =o & la di
lei equazione ‘de’ limiti ; dungque uno stesso valore di a dee
verificarlo ambedue , e la trasformata precedente dee ‘ridursi
a (ag+ B)z, +az,, =o, equazione da cui sirittae . . . ,
24-+B " 2a+B y*
= ('—ﬂ'—);; danque y, =—a"=* (—‘— )c.
Sia equazione di quaﬂ’urdlneyM+BrM3+Cym+D:r‘Hx+
E=o0, ¢ I'equazione ansiliare o' + Be*+Ca*+ Da+E=o
contenga tre radici egnali. Si avrd la trasformata ., , . .
(@'+Ba*+-Ca'+Da+-E) 23z +(§a*+3Ba?+2Ca’ +Da)£'z -+-
(6a'+3Ba*--Ca’)Fz +(3a'+Bal)s, +a's, | =o. I coeffia
cien-

s €c. quante unita si contengono in .,




D1 Pieene Frawentn. a5g
cienti de’primi tre termini svaniranno per fa ragione addotta
di sopra, in grazia dell” equazione ausiliare stessa: rimarrd
(32+B)z, +az, . =0 e I'integrale completo della proposta

$aB\*
.aﬁy,:-a*is(%) c.

Sia in generale .., x+”+BfW,+ny_M_I,.,+Uy’=u sy (D)_,
e I' equazione ausiliare &+ Ba* ™ + Ca" . .vv.0 +U=0
contenga m radici eguali . Facendo ¥, =a"E"z_ siavrd una
trasformata nella quale i coefficienti de’ termini sommatorj
Pposti eguali a zero, daranno altrettante Equazioni de’ limiti
dell’ equazione ausifiare 5 ¢ percio si verificheranno unitamen=
te a questa. L’ equazione rimanente, cui daremo il nome di
equazioue ridotta, sard un’ equazione dell’ ordine n—m a
coefficienti costanti, di cui si avia I’ integrale completo me-
diante la pli luzi di ur’ ‘equazi algebrica dn!
grado n—um . Sia (X) questo integrale, e siccome debb’ egli
contenere p—m costauti, yy=a =" (X) sard 1"integrale com-
pleto della proposta , ed (X) sard generalmente della forma
ik
Co*4-C1b1"+Caba®. .. C(n— =1 )b(r—wm—1) essendo
b, br, ba ec. le radici dell” equazione algebrica dusiliate del-

la ridotta , radici che sono della forma ‘—'i-, %‘- ol
N2 5. Giova provare intanto che le radici by b1, ba ec.
1
sono generalmente della forma é 3 ﬁ;, _ﬁf ec, Proposta I’ e~
quazione R By, ke
Trascurati i termini afferti da’ segui sommatorj § perche i res-
pettivi loro coellicienti debbeno svanire per ipotesi , avremo
la trasformata che segue . . . i
.0 i i —1im i .
(B ACe, Tz, o A L o S TR £ R
bR B (u"':,-;.c"'z“‘ e R'"z&w_m_, Rl L e

Kk a +a

<+ +Uy =0 si faccia yE=aE
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n—pt1f _ (p) {p) (4 oy . e
gy T (Bps:+Dpz¥+‘)+a PBM'2‘=c,dnve n—p=m. Quindi

L, e § " —prit /
(a"B ta B'4a" ] Blua FBM ))z‘+(w i S H) Ziga

L PR o 5 n—pia (p—1] A A
.|.(,z Dita  Diita D )zﬁﬁ...w%-(aT-{Ja B).zﬁ_"_m_‘
L -
HiaE g DRSO ciod « =«
4 aT4B o D (n—m—1]
P et L0 Zrdal

" gt

nm=1 R

0 e T o DI ...c""”": i BB

o
T4t

= o0, equazione la di cui ausiliare essendo « . - -
3 (o
il oy Je ]Zl“'...--!-f)r L‘ L

e
P oo e s e e
s Faze—r L =

@

fr—mei)
'z,

Pl aT'+-B gl

£ fr fa

B ici — =
ha le radici della forma e

i

N262° Ora si osservi 1.° che TCH'=0b+C, ;= CH[==(05"+C)|=Cb"+C,»+C, 3

=05 [=Z(Ch*+C,x+ C)|=C"+ 0z’ +C,2+0, ed in generale « + «
0 =G+ G G L o+

8i osservi a.° che gl integrali £°C%, Z"C1l1%, ="Coba* ec.

danno dei risultati analoghi e si vedrd che qualunque sia il
numero de’ termini componenti 1 integrale (X) della ridotta ,

per aver Pintegrale completo della proposta non siha da far

altro che prender la somma de’ termini G, C1br*, Caba®,

ec. ed una sola volta i termini "7 C,z" v~ €y, € mol-
Dunque il risultato finale debl’ essere

(E)

tiplicar tutto per o
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(E) - CF™4-Cafix “Cafa’. +C(m-m—r}B(rz-m-z?+0,:z’x"_.'+C,a;'m"k:.

dove §, fr, fa cc. sono le radici dell’ equazione  ausiliare
spettante alla ridotta , moltiplicate per a.

La formola (E) da noi trovata, equivele precisamente
alla formola (B) proposta dal I’ Alembert, ed & Per conseguen-
za Uintegral pleto dell’equazi (D)5 nell’ ipotesi che la
di lei equazione avsiliare comprenda m radici eguali .

Per mostrare U identitee della formola (E)Y colla: formols
{B) di D’ Alembert proveremo che Is radici B, £1s Fas ec. mok
tiplicate per a, sono le radici diseguali dell’ equasione. ausiliz-
re della proposta.

m
Infatti dall' espressione di = & si deduce , che esien-
o

doia” ++Ba"™" + Ga" ec.==0 ! equazione ausiliare della
proposta , quelia della ridotta sard, nel caso di-due radici
eguali ad a , =
a2a+4-B
e ok
nel caso di tre radici eguali ad a,

L 31::—[3 e na=+jg3+c ik

nel caso di quattro radici eguali ad a ,

Ir'_"f-“ki—"j—Bm*" ﬁt‘j’ﬂﬁ[,"—‘_ =0

ec. ‘ec:

E d osservazione de’ coefficienti si scuopre tosto, che
le radici di questa equazione moltiplicate per @, sono Jrrecis
samente Iz radici diseguali delf’ equazione ausiliare della pro-
Pasta .

Ogbuno & adesso in grado di confrontare il nostro metos
do con quello di D’ Alembert .

° 7° Data un’ equazione differcnziale o a differenze
{im
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finite, che sia di primo gradoed a coeflicienti costanti, qua~
lunque sia & altronde il di lei ordine, data per esempio
I’ equazione (D), per averne V'integrale convien formare pris=
ma di tutto I equazione ausiliare &"+-Ba""'+0a™ ...+ U=0,
convien quindi trovarne le radici @, ar, a3 ec. e sostituirle
nella formola (A) 1 Qneste operazioni sono indispensabili , qua«
Tunque sia il metodo che si adopera;, per completar I* inte-
grale nel caso delle radici egnali, perché mon si pud suppor-
re di aver I integrale di un’ equazione, indipendentemente
dalle operazioni iche son necessatie per intsgrarla . Qui dun-
que comincia il metodo di D’ Alembert & quello ch’ do pros
pongo s
ARTICOLO IL

Sull fnzegral’e dell’ equazioni di prim’ ordine fra tre wariabili 5
a differenze parziali e differenziali parziali, e deil'eqia-
zione di second ordine .

8.0 R T

£y Ewly £y @y . =y

1.* La formola generale dell’ equazioni di cui si tratta,
se queste sicrio afferte da coefficienti variabili, & et
+szz’J=dst+p awn(m)s dove w510 g

T oy £y a2y =y

sono funzioni date di 2,7 « Noi i proponiamo sulle prime
Y equazione &_ =z —+&

b Tkl z‘ﬂ,=dzx_,. « « (n)s Suppongasi
g

» ¢ la trasformata ol +5*’di
ﬁa‘:,‘, oy, du,, s divida nello due

dy .
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dr, (1) =l e ) s
ryParry Tedny T Fay ? oy ()5 'y Py - e ()
d b
b, dr-+(2)

5 quindi Ta. pri-

Dalla seconda si deduce B0
by, k(o) S'L,J dy -+ o) :
T

ma diviene a'e ;+w,_ o
EA_‘bwdy-l-ﬂ?(Jﬁ

r

|

e
xr

:I)i}+‘?(x+1]—¢'ﬂ) (3

_a

(g —

¢ facendo a,,e
= ar,, > dove A jindicaladifferensa per rapporto ad z, tut-
_.ri'yw .(n1), che &

to si nduce ad, .integrare aX
2y Pagry
&

¥ equazione inj cui si cangia la formola (m), quando b, =

6P, =5y
'Si ponga #— 1 por x onda averear | =dr .
T

© si dedurra. Ty = al_,hw_ +Si ponga di nuovo z— 1 per
&
5 d r.dy
#y0 di!!‘erenzmndu st avrd a’-‘?“ = d)“fax i {[JI (")
dr

o217y dungue =

s,

ma si & trovate "f’n—w= as
dr

I
sy
01 Besiviame g in veeo i 575




264 En nrvens: ARTI60nr erRTTANTI AL’ Anariss

= af fdusn }:dnnn'

dy [ “Tesr L

i dI (h’_;y 3 1 i
B pal = — Ao i s e
S e 1‘“:—:,)- o td‘,.a,"')’—'J
< *
generale si avid < i ap 0 e

M EIRY d 1 d i {
P, b A e A Ui
G [ #omer @ L Bemp ¥

{. . (;{m" = U}J...}l e (8)

dove oo ="y. E questo I’ intcgml: completo dell’ equas
b, dreeln)

gione (21). Dunque si dee avere £, =S¢ (o cioe i

=
& d;
5 = IR 3 a

Bag 28 TE b, G BglE—n.dr
la .

=z a—1y

|

ar dr 1 AT
- =) B
o M,«_w ks L Fmy i DRI B
13" Qo,

1

Ma tirando. fuori: successivamente i fattori

1 : #la) it 1
:@;‘_ﬂ" ec. sl trova e E{’-"‘T} =g }'m(v—l)
¢lx—1) ﬂ.b'-—l) Pt _eq(x-—-x) 1
=

e ﬂ”[l—:}] 'cq(.x_‘;):;(;__g;‘

em(.pg' =i

=e




D Prerno’ Francwn | 265
fz—1) 1 o, H—a)
Py A :'_H_a"(v—l]_‘_f-ﬂx—zj =e 5 ec. ec. Dungue

&0 (1)
:&FC-T’“)-:&( 3, gﬁmj =e¢ = G inoltre si ha
A b, dy
=g

z oy

: 3 dungue I’ integrale completo dell” e~

quaziove (n) & finalmente « . . . » Soagataian sy M

I d -{ 1
EhH B, Y dy i B, .,
| et o

d 1

il G R S
dy "'Tyiao, d

L integrale completo dell’equazioni a differenze parziali e dif-
Jferenziali parziali di prim’ ordine fra due variabili indipen~
denti , esige dungue voa sola funzione arbitraria, e questa
composta della sola variabile indipendente, rapporto @ cui si
ha nella proposta il differenziale parziale .

2.% Nou v & dubbio, come ha silevato anche il Ch.
Prof. Ventaroli in una sua compitissima lettera a me diret=
ta, cie Ia formola (81) . essendo I integrale dell’ equasione
(n)s dedotio. con giusto e legittimo caleolo , comprenda. e rap~
presenti gliintegrali de’ vaij casi particolari colnpresi in detta
equazione: hon ostante non sard fuori di proposito il mostrax
re, con qual facilitd in tutti i casi pavticolari, si deducano
dalla formola (81) i respettivi integrali .

lhsy

Si-a:z =g . Si avid =0 il
R B R [a..1" 1 SO,y
¢

Jillin d 275
S R

€
Tomo XI. Ll
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Jbdy ol
Sia a,,=a,eh, =&, Risulterd z,,, = “

< -
a2 T
b, dy—Zlog.a, d
{-"j log.a, . f];{ - Restando a4, =a, suppongasi &, =&«

58
Siccome I equazione (z1) sl viduce'ad + ., . a, ey‘ﬁb’n,+,;,
v/ d,
{5 %—1 <+« (na}; si dedurrd .;”——‘—:E—;-—’«— 3. quindi
r R e VL
d‘:v—n; g = _1 € perd Yoy =

1 .
i]‘ t. In generale...
e |

T
4
L
by
Danque z, = e (}) & I"integrale completo dell’equazione
dz
B = ?;;Z‘ Se a,,=0, qualungue sia biyo @

mol-
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molto facile dedurre dalla formola (§1) I’ espressione degliiin
tegrali corrispondenti. Sia dungue @, = a ed il rispettivo

S, dr T
integrale completo sath v s+ 2, =2 _}' I ¥
N
e

d

d - d 4’ 2 av,]
dy L

s
i T
[ B8, oy idy |00 Ny | dy
e P,
dove per b, potrd meltersi successivamente 8,5 8,55, 0.
i : — 2 d"V
Por esempio quando b, =0, siha'z,, =a Tz ¢+ Nell

3
1
aliwalEsh el
i)

AP i 4 ar
ipotesi di ¢, =1 e di b, =0, & avichbe z,,’,n?}-;,f 5 inte-

grale completo dell” equazione + + » z_+‘),=d:—[;'3. Distribuen-
do per ordine i casi precedentemente considerati, ed agginn-
gendo quei che mancano y si vedrd che possono tutti riunir-
si gotto quattro classi nella maniera seguente . Posto 1'% Che
il coelficieute del primo termine sia a, 4 quello del secon-
do pud avere una di queste espressioni , 4,5 b, , by bye.
2. Ciasenna ipotesi relativa al coefficiente del secondo ter-
mine pud coesistere coll” ipotesi che sia o, —a, . 3.° Pus
coesistere coll' ipotesi che sia a, = a,. 4° Pud coesistere
coll’ ipotesi che sia @, =a . Ecco una tavola in cui trovask
alla destra d ogni equazione il sespettivo integrale,




Pag, 367,

22 Podi . x . aEE . e ol
.,,,-.__._,-M,_,:,,,:‘-ﬁ;z}s,_,z- 1 Ty & “d?Jj' s e } }
et
e br L ' 2 T 17 1
e T i 7 { TR ,—,{ e £t }
Sl e % A
L S et |
sty = g A=’ Sramti)

s, L S R,
Sy th Bog=wpt [ Ey=e T A O]

e 1 &
e I
Bl | e
L Ll

1
> i {m
;_x,‘mq-),x_,mid}g_} __’J:,r. 625 E

i, [bdy—Zlga, do¥y
A el ) O

e — g, gy

.,-__,),.'{z-» |5
Yoy [

&, o x & ! L & .m} _‘1}
.,‘m_..,m,u,?;,}n,, | T J_y{ i 4,{ ......... @{T ...... i

a1 el J o i

(s e 1 AR LT B ik
s o e S e S S ML s e 3]

1
iyt = [ S
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Glii integrali- ¢hie 'si' riferiscono all’ ipotesi di a8 =%
eono maniféstamente’ compresi e rappresentati dalla formola |
(8:). o
8.2 Eccoci ad integrare la formola generalissima (m) cice ‘i
Oy By ey ay = g Pyt () 1
ar
Pongasi = come al n® 1.°, & la trasformata L

5

SR
i Py V5 = Py Wiy 1t Py |
o o

Ay et Pakiy
si divida nelle due
b;? Jiy:dl’ "'(;)"a:,rf"'a-t-w”whr r,rd"ﬁpw J(a) {

Iy
Limitandoci a soddisfare alla pnmn, gmcche ahbmmu yeduto

(n° 12) che & P nte 5 trovigs
L f%«’r

wo = 5 quindi Pequagione (2) diviens . . . [
b :.;.,,,‘i)’ e S 4

a e =L e Faceiasi . .

(b,...,,_,. b i;m} fé’( wf‘&s ©r "') i) e

n‘:)’
ﬁ dy pr
Pow fig jiipcuby equazione da integrarsi sard
@l By, =l"p,l, b pis, + =+ (1) Noi dedurroma suc-
dy
CESSIVAMETHE o o w ol el gt e e ol e el e

Bloyh ey ™= («I#,_,,+1"m_,4,) o

&

dr

o,
iy ('-”v—-u"'!’u—w

B ay

Foy
1l
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S, i)
i"x,.y.:l,';}{I ;;a“—"j m.,l “+pr } :ar
|

ety gy s
ey |
femay )
—"i ":ud,kav'fﬁl_TLsa 5 dunque

a

Lo Ploas, f

,:,,H‘“_ : ;
& e lter L btor, e,

arl sy

f&!’_&., J
i djagqd d (dby
In generale 'u‘.\’= n’_y (Ef; (‘E’ ( . ?}(E

. ‘”wkhbu) s axm_-..):a:,_s-t-plmj,,):mbw-;-p]»_w): mm_w (h).
Tt denyes)

Dunque zzy ‘=e ° & Pintegrale completo dell®
equazione () - i

N2 4° Per ot tener I'integrale in tutti i casi parricolax
vi basta far successivamente le ipotesi che seguono . Suppo-
sto 1.2 che il coeffici ente del primo termine sia @, si
panga successivamente b’v 2 b, br s 8500 per bﬁ?;
R s P Pyo Po 00 PET Py ye Ripetansi le stesse ipotesi nel- -~
la supposizione che abbiasi a, od g,.‘.ntl @, © zero per Bgi
Per non diffonderci soverchiamente. i occuperemo soltanto
di aleuni casi.
Sia 4 =ay IJ:‘T = b, e perd a1,
Zlog.ar . g~~1

b L Siin =

= a1_. Si av
Al c_SIOg'“‘dx‘VJ. gl
ay* g

Fry
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e——szg.al,,-—, A" pLey e—slog.m;\-s g’"ﬂlz.r

T T
o g—Flogar_ .
5

b
a = Jar . e
ove, p1, i Dunque z‘n?(="m’m) =" p,=t
e f ek TR
& I" integrale completo dell’ equazione + « . « « . -

4 s
ety thor, = g,

Seia. = o : .
£ b’»’ =5 risulta ar,,=1'e s lia

& @-: dh'}"

Ll e e SF o anrh Pl 5 quindi

j‘a, P
v
=e",‘f)‘[(i‘ ol T +p:,_,‘y]e r

dpt syt € —Elogar, ., Bpt ey
ar —

in-

&,

oA * dy"_’

tegr ale completo dell’equazione « . o o oy st e

Zety T hSs =_"‘;i+!" ey

&)

Sea, =i1,eb = &Y, 7oy
% bt ) 'z ©, $i trova z -lf? +—&;‘_'
grel pleto dell’ equazi ";-.q._;,;"'=d‘r‘y 4 Py

dy

Questo integrale puo mettersi anche sotto la forma seguente:

sx' =&, 4

d‘

finito fra i limiti =0 ¢d u=2 —1.

‘» ]
T, purché si prenda I integrale

I
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Il risultato precedente combina con quello che il Gh. Pros
fessor Paoli ha trovato con un ingegnoso artifizio ( Soc. Ital.
t. cit. )
N.* 5.° Vediamo come ¢ integrino le formole (n), (m),
nell’ ipotesi che sia Ag=—1.

Siccome la formola (n) conduce all’ equazione ausiliare
LRI T
By ey = ., dove ar,, =6, ef( byl =2) >

T
equaziore che corisponde all’ equazione (22), si pud dedur-
Te successivamente

yx‘,u—*j‘alﬁy Y 0 (1)

Yoty TN Flayy vy Ay (@)

"-"‘D‘=Smx—n.r’w5u@ + p{v—3)

Losataie v (A)
To3y = N\ Mg vy, It e (o8)
23 :j.‘”w'w dy + ¢ (1)
ERficte el = Bl =i e et d o

@

SeC)\ar, Al (A dr T g e (@1,

.fl,slyrjy-r . p(z_a)Smwj'm*,,a &+

S», @

o
sl 0(x) 1 (g)s € perd o=t

()
L] o P e gl IS L
. £

¢ (¥=1)4,

vy
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vy =Lan I\ % &+ 0 0 o0 SH 427

“+ 6 (o) fer, ] f“’:ff“ ) ia-,]*f’ iy
g e—n)fan] \ @+ gle=i)[a TN D £g ()5 ov-

vero , mutando Iordive de’ termini ed effcttnando  ls inte-
grazioni « . v, = [u[,]‘S W™+ (2) + ¢ (e—1)ar,] y +

£ 13
g (r—a)[ar, ] & o (x—3) [anP 3

i

4 g () [er ] #(Tﬁ o« (r) formola ehe quando

ar, =1 diviene .-« o, =\ T, "+ ¢ () & §le—1)y
+

7 7
+pfeA D g e T e - )
iuitegral pleto. dell’ equazi Py = Oy © perd
[ody
sihaz,, =e

(s) per U integrale completo dell’ equa-

s dz,
zione 2z, ., +8,z,.,= 'af_;l

N.° 6.° Negli integrali precedenti abbiamo soppressa la
funzione aybivaria & 2 che ha parte nell’ espressions di
Fasys perché due fanzioni arbitrarie sono sufficienti per cors
pletare I’ integrale cercato . La ragione poi per cui Pinte-
grale doll” equazione (n) nell ipotesi di A x=—1 csige due
funzioni arbitrarie , deriva dallx natura stessa dell’ equazione
proposta . Tnfatti ella non & altro che un caso pasticolare
della formola , che rappresenta generalmente " equazioni a
difforenze. parziali e differenziali parziali di sccond” ordine 4
ciot della formola

dzy
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== z, . =dz, z
B Feay F Vay Ziidyyhey, 5, =d rf!l=7+‘{xari_x,._r

dy &
~-e,, @35, , dove basta fure a,, =0, dw =0 ed il

&
== 0 PEr AVEre « ... . bw_ LETE o R
&

che & la formola ()

quando Ar=—1g.
Eceo una difficolta fattaci da nn valoroso Geometra il quale

che I ioni = ieno dello stess’ or-
persuaso che I’ equazioni Topry = deJ sieno 0 &

&
dine, vorrebbe che anche Uintegile completo di e
= dz,_ esigesse due funzioni arbitrarie. Si riduca, dic’ egli,

z.n

T equazione By = alla forma 2

£ b
tegrando si ayrd /2 :_,’zw dy~+0(x) e prendendo I in-

tegrale finito 8" introdurrd una furizione arbitraria &y ; dun-
que ec. Oltre di questo egli aggiunge © io veggo che
5, _l"lr{—i—?(x)—l-ylp(.a:-ﬂ)-i—_;_r‘_rp(x-r—s\)o--+ X7 e(1)
s a Z
soddisfa esattamente all’ equazione proposta .
~ Rispondiamo 1.° che il calcolo da voi fatto per otener
Pintegrale della formola (#), prova a giudizio nostro il cone
trario (n.° 1.°) 2.° che Jrii:‘y df:‘"zv essendo una funzione
diversa da 2.y s I equazione r.:_!,ﬂ_:fz_‘_‘,_ dr —+¢(x) non
& un'equazione a differenze finite. e non sembra ]nscisr&mgn
alla conclusione snpra esposta . 3.2 Volendo dedurre I espres-
sione di ., dall’ equazione Bk =f5,J dy 4+ ¢ (), s
* Tomo XI. Mm pon-
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pnuwa successivamente » =1 = a= 3 ec. e sitcome risulta
By TS By (1) 5 = A 0la) .J—IZ,,@+¢(33
SLAVIR s e |'
Foy =L 5, &+ 0 ) Sy (1) 2, = Lry, A
+tp(3)_f‘ri'y +‘p z)fd_r+ @ (1) , ec. ec., ed in generale
5., owera Wy = [tz dy 4 e(z) [T dyTH
F+ o= T AT e ook 0i(a) Ay 0 (1)
Si differenzi = volte per rapporto ad 'y, e dividendo per dy® |
si dedwrd %5, = @ Wy come al n® 2.
Rispondiamo 4. che dal discorso del Professore prelodato’,
ne seguirebbe che il numero delle funzioni arbitrarie com-
petenti all’ integrale comploto della praposta, esser  doves-
3¢ = n, giacch® pnod ella trasformarsi cgunlmrntc in
fo i) ) il di cul integrale completo esige x diffe-

i
xenti funzieni arbitrerie d’x. Per vedere comez. .= fr_‘{
el
si. trasformi in LA =d'z",_ ' basta osservare che da

"
£ oo J;r si deduce successivamente Jzﬂ_n_, ey 3
a‘)f ‘1
Aoy = B trma s 25 z"‘"‘\? = .z“"."”' i
dy a0y Ty i
: L5
il Sntilid

|
N2 8.° Trattandosi della formola (m), I’ equazione ausiliare
nell’ ipotesi di Arx =—1¢ il dﬁ's-y'i_FIr,y' «(m3),

ar
e corrisponde all’ equazione (ma) del n.® 4.°. Tn questo caso si ha "
= |
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.
A g(alr"pm_,‘r-—']llx,y} dy + ¢ ()
ot (oo ey = Ploms) &+ £6=1)
;e,_,,,='5‘(mz_.,, oy —Plasy )6 b—2)
v = S(mh}"‘w = Pryy )dy+¢(z)
o si deduce successivamente
P [ (s DR L SR
— pi )Y +o)

By S(‘“w "‘[4-‘1.75‘“',_. Sty TP, ) dr + ov—s))
— Pl ) D E S —pr ) dy 40 (s)

o ya'x; (S“’»—.‘,(j-a”m_,’, B sy Bamiy _PIHJ) dy
_)—w(;.—a;) prz_n‘r)dﬁﬂi&—-—n)}—pr:_,w):Iy+q:(x—-:))_p1 ) &)

ed in generale

L@ .

"r:'—S(mw S'"Pla Ayt (f sy Poy Pl p) -+ ')) =
Pra—sy) Va2 i, Nrtole—ry)-pr, it a(z)

0,y ¥
Quindi 2, =¢ BF
Se a1 2y = @1, lo che succede quandod, —br. eda
la l‘o:mula () si eangia in

=a

iy T

Mma Pey
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.ur,,:[’“ ] S‘V r + 4:(z)+¢(a—l) a1 }5.’")’— 2 ]E”':ﬂr

v%-q(l—a)[m] & — a1, i “P""J’df

o e R b G R

Vi mE)
J‘d

e hals, — (m) In questo cago il prelodato Pro-

fessore con porre 2, = p_ j a"y Pob ha trovato questa
elegante formola « . . . GRS

Zlog

@
2N & S;ff‘y—j—ayE

by !
e Pl Eed+eE—1)y e (-\‘—a)':
@

—=Zlog.a
z

a

Noi osserveremo che la formola (e1) in pratiea & sem-
pre limitata , perché in ogni caso particolare, nella serie a
‘eni si riferisce I equazione proposta, convien fare z eguale
ad un numero determinato, d” altronde le operazioni ch’ es-
s1 esige sono molto semplici . Se nella formola (¢1) si fa
p1, =0 siritiova, come dee succedere , Ja formola (r)

del numero 5.°

La sostituzione di g2 e dunque assai
vantaggiosamente per mpme Iintegrale completo di tut=
1 1 equazmu a differenze parziali e d:ﬁ'emnzlah patziali di
prim’ ordine fra due varisbili indipendenti,’ ed inoltre ser-
ve per integrare I’ equazioni di second’ ordine 5 comprese

nella farmoIn By % et "’w By =
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1’ uniformitd del metodo da noi tenuto ci & sembrata degna
di qualehe considerazione , ed abbinmo: creduto che i risulta-
e. 615 (k2)s malg:.’ulu la singolarith della loro forma, non

rigettarsi, specialmente perc]m si prestano con tan-
ta semp];cu.‘n alla derivazione di tutti gli integrali sino ad ora
noti, ¢ di cui I’Analisi & debitrice all® insiguc geometra Pies
tro Peoli . Prouti a ricrederci se ¢ inganniamo, sottoponia-
mo i piccioli nostri tentativi al profondo giudizio di chi pud
decidere in queste sfuggevoli ed astruse materie.

ARTIGOLO IIL

Sull’ integrazione deil’ equasioni differenziali esatte, i di cui
coefficienti sieno funsioni delle sole variabili comprese
neld equazioni slesse .

N.* ro. Per supplire ad alouni difeiti della mia Memoria
Sur Pintégration des équations, stampata tre anni sono in Parigi
da Dauprat , difeui che pr dall” emissione tipog
di aleune postille essenziali , presento in ristietto il mr-zm!o
che allora intesi di pubblicare sull’ articolo qui sopra divisa=
10. Questo articolo abbraccia un estesissimo ramo di equazioni
differenziali , e merita tutta la considerazione de’ geometri +

N.° 1.° Sia Q-+ Rdxdy-+ Sdy*+Td'y = o I'equazione ge-
nerale di 2.2 ordine , nella supposizione da noi futta . Paragonans
do il differenziale del sno integiale ipotetico Adw + Bdy = vdx ,

IA d
it edace Q=i~,n=$+j—1, s=‘g, T=B . Dalle
_do

dR
due pnmc A_SI:QrIz + ( R— f)lf J ma e =%
2T
o in virth delle condizioni d° integrabilitd ; dunque

SI Qe + (R—- g% )dy ] ¢ un’ expressione esatta , ©
dx
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Jl’S‘[Qd'ﬂ-‘ +( R — %) rl)r] ~Tdy=cdy & I'integrale pri-

mo cumplcto della proposta -
N.2 2. Per I'equazioni a tre variabili, la di cui formola g ..
Qudi* 4 Rledy+ Sdrdz—+Tdy*+Vdyds+-Zd'y +m=+11( )it
dA d& dA
si ha B=7Z, G=P(1), Q=d_’ = dx’s e
2 silie= d—i&—)- Dungue

';f) p+( %i)dz], it

le sempre possibile in termini esatti, perché in virti delle

d AR d'Z
condizioni d'integrabilitd , si sa essere % e T

40 d8 ' d'P(i) A R &7
s s queste equazioni danno TR
-g;- — —‘i%‘?« Dungue I' integrale primo completo del-

la ]n“opas!a &
dZ

[ O + ( R— T)d,Jr( su@) d'z]+'1 dy=P(1 )dz_mi:. I
N2 3° Data I equazione generale a quattro variabili
Qda* =+ Rdxdy - Sdadz + Tdudu - Ndy' - Zdydz ~+ Yedydu -+
P(1)d%y =+ Q(r)d="+-R{1)d"z + §(1)dzdu~+-"T(1)du* + V(1) u=0
=i trova collo stesso metodo il suo integrale pn’mo completo

sotto la forma . . ...dzf[@zﬂz-‘-(g_ P(1) )'E’

(s dP(-) )ziz +(1‘ dv(l))oks] 4+ Pli)dy + R{1)dz +
V(l]du- edx , dove il coefficiente di dx & seropre una fun-
zione finita .
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N.° 4% In generale sia R il coefficiente del rettangolo
dzdy, R, il coefficiente del rettangolo dwdz, R, il coefficien-
te del rettangolo dudu + «« R, _, ilrcoclﬁciehte del rettan-
golo dudp, © essondo la variabile re e e il' coeﬁi:
ciente di d’y, Z, il coefficiente di d*z, Z, il eoefﬁc.lenfe di
d'u .. ..Z,_, il coeficiente di d'c; e trattandosi di un’
equazione di a.° ordine fra 7 variabili, si avia I integrale
primo completo sotio la forma segnente . .. . .

g &z dz, az,
ij [de+(ﬁ——ﬁ)a’y+ (1\,—E)dz+( R 5
o ”'—Z‘}—;‘—) o)+ Ty 2 e Tt T,

N.”'5.° Passando all’ equazioni di 3.° ordine , la formola
generale di quelle che sono fra due variabili & de'+Rd,¢‘{,’:,
~+ Sdxd'y + Tdedy® + Vdydly + Zdy’ + Ydy=o . Suppon-
go che il sno integrale primo completo sia
Adi' + Bdydy + Cdy* + D'y = eds*, A, B, C, D essendo
funzioni " x , ¥ e, costanti, ed ottengo

AA dA 4B 4D 4B dC
Qﬁ.—h,R—TJ+E,S= ——,TET)_+E.

dD dC
V=20 +T’ Z=W,Y=D. Dunque D=Y, C =

1 ay Y ¥
= (v—?;), B=S——— A =5[de'+( R—a’(‘S— d—i»))a}]
dx
espressione finita perché le condizioni d” integrabilitd danno +.+
dY
7 +d’(3 = E).’ percio. I integrale primo com-
e

pleto risulla . . . .irS[de-k [R—J(S—-g_—ﬂn’d -+
o

[s—
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[5— T+ (v— EEY i s vty ot
Bl o(v=T) o vy

N6, Proposta I equazione generale a tre variabili . ..
Qdi? + Rdidy —+ Sda*ds + Vdud'y + Vidaed's + Zdidy> +
Ydds* 4 P1)dadydz 4= Q1 Yyd'y + R(Ddyd*s + S(1) y* +
T ydydz* + V(1)dy'dz + Z(1)dydz =+ Y(1)dy + P(a dz} +
Qla)ded'z + Ra)Ps =0, si rappresenti il suo integrale pri-
mo completo per Ade? + Bdxdy + Cdrdz -+ Didy* + Edydz +
Fily 4 Gz +-Hd'z = cdz. Formalj i respettivi rapporti, ne
sisultano per i coefficienti A, B ec. I’ espressioni seguen ti

A= S[Q'Iz-+-[ﬂ—ri( = J—Z?)]@Jr{s -d(v+%{:—’) ]rﬁ'z}
@ &=
o T

d¥(1 1 dR{a
E:zm_—d;(.)_, F=(1), G=;(Q(2)__dzl)’—
H =R(a). Siccome I espressione di A & generalmente finita ,
perehe dalle condizioni d” integrabilitd risulta
dR dY(1))\" &3 d) AR (a)
= ). Z=Era (v-52)
&
ne segue che Iintegrale primo completo della Pproposta sia. ...
4 dY(1) dR(z)
da S[de + [R—d( —— )]d,+[s—d(v— =) ]Jz]+
o e &
(s dR(s 1 dY(1) 7,4
[r—= ]dxay+[v_. Z e+ 2o T,]‘TJ f
ay(1) , dR(a)
+ [20—= |dsis ¥y + o[ oo — e+
Rio)d*z = eds® .
N 7.% Sia la formola generale dell’ equazioni di 3.° or« E
dine

a
Ze oy "'“"(T— 5
Az




Dy Pazvzo Nnancusc. ads
diue fra quattro variabili Qv - Rdr'dy + Sdadz 1 Tda'du
Ve e sz 4 Ydedu A P(1)Tedy® + QQ)deds? 45
R(1) vt~ S(a)dardyilz - T(1)dedyle + V(1 )deduds + Z(1)dyd y
4 Y (1)dyd'z -+ P(a)dydt e -+ Qa)dy 4= Riz)dydz’  Slajdpd’ -+
T(aydyiids -+ V(a)dy'ds = Z(a)g'de + X(2)dydz - P(3)d'ydls
+ Q3% + R(B) dod'z -+ B(8)dzdu 4 T(3)d el + V(e +
E(3) N B Pz 4 D) dud e A RAW S =0
e pusto che il suo integrale primo completo sia Ad:® A~ Bdxdy
~+ Cdeds - Didedy + Edy* 4 Fdyds - Gy - H'y -+ 1d=* +
L'z + Mduds 4~ Ndu'~+0d*u = cdz®. Diflerenziagdo e paragos
nando i teunini simili si deduce

o1l 4P A3(4) LA dA  dn

B=V— lj,c:z— T DTS 0=l Reg g
4A Ay - ar’ 4D £ i

5= “ +;,*x, '1=Fu+aﬂepem.........-g

a= o+ [y .‘giil)] gy +[s-( e )]
g, : T

d:

43
{ T—d'(Y-— #) ]du] espressione: esatta, porché dalle condi-

dy

#ioni d integrabilita risnlta

x40 dQBy 48 & 04

B SRR oy M ose Sl T IR

Zididii (v. "i) @ .4':+d(7 T )'
x* dx‘_

U DG

e o e ( e

: a0y ;
Tn seguito o trova E=— ( Z(i)— -‘-‘;—}),F:Yf:) {

o=rw)~ £, 1= 00.1=F (Ria= L), L=v,
S

e
dy

P dz
Tomo XI. Nn
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u = 5= S noL (o - TF), 0=50- Dune

que Pintegrale richiesto & dx® S[Qeiz—q—[[{-d(v- «——m))]:.!y B

[5—- (z —Jm})]d +[’i‘ g(y 4))],?,]4- l‘:'
dﬂ 1
[V—@—(?’)]M +[Z m]zg,‘_[f 4)],,:‘.“4_ {
o O U R ‘4‘]@; i+ [ “’] e
| e+ I R =1 2 ,;4)].!: wies + [s0) __ii)]d,‘d,
% [ - (4)]@'+“(4Wu=cdr g

\N.*'8 Per avere una formola genenlc ch’ estendasi all’
equazioni di 3.° ordine fra n vaviabili, sia R il coefficicute di

. il coefficiente di di'dz, R, il coefliciente di dv'di e

R,_, il ‘coefliciente di dx’dp. -
Sii il coefliciente di dud'y, V, il coefficiente di dad’z,
mm.e di ded'ige - - = o0 ¥, il coefficiente di

Sm Q(S)\ul coefficiente di d¥y , Q(3), il coefliciente di
&z, Q@F), il cos\ll"ncmmc di @ . ..« Q3),_. il coefficients 8
di - \ it
Sia Y(1) it cobficiente di dyd’z, (1), 31 coefliciente i
dand'e - . - Y(1),_, il coslliciente di dyd

Sia 8(3) il coefficiente di d=dly , S(3), il cocfficiente dil
dedtu . . 8(3), ;0 cochiiciente 'di dzd'g.

b s‘m ﬁnnlmnnte Z(x) :1 noeﬁicnentu i ﬁ’y&" s Z(1), il cnefi.
fi

\
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ficiente di ded'z, Z0)s il coclliciente & dudu o0y Z(1), s

il coefficiente di dpd'®.
8i osservi che la paite negativa_ del coefficiente di dp

nell’ espressione di Al coeﬂmmme di didp well’ integrale

primo, § essendo una yariabile, a"™ v.[un'fnnque, e si vedrd

che la formola generale cercata & « v o«

o _ﬂ:QJx i [l{ d( i "Om)],f [n J(vf??m )]i b

[ I, -~J(V,_—d%—%)]lu...+[ﬁ,,_,,—J(V._:‘ﬂ%l) “‘"] 7
e AR

i

+{ v, .Jﬂ@’f‘ ]M¢+[YU)— ]’J“"

[m), ”‘]d;du coek [ () ns 33)]@@ +

s P R ]

408,
dz

[Sd).—
[ 50— lewr £ [z "‘ﬂ')—]if -

! 2047, P
;[zm, = —]d'z +;—Izm, it cﬁ) ]n’u
0 i ).._a
5=t 0y 0=+ Qe
s Q) ’q_dz‘.
Nna In
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b pratica basta ‘fare Te sostituzioni respettive nelle ' se-
e segienti R R, Raal Ry s V¥, VO 0L VLTS
E() Z(),, Z(0). - B0, E() L Y(0 X0, T ()
Q(3)5 Q(3),» Q3. -+ - QB35 5(3)» 8(8),55(3).-+-S(3)
ec. Il metodo & generale , e puossi estendere all’” equaz
di qualunque ordine . T i




